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I. kategéria: gimnazium 9. évfolyam

1. feladat. Vizszintes, rogzitett ridon surléddsmentesen csuszhat két atfurt test.
A bal oldali test tomege 2m, a jobb oldalié¢ xm, ahol x értéke ismeretlen. A két testet
eqy 2L = 70 c¢m hosszusdgu, elhanyagolhaté témegid fondllal dsszekétjik, melynek
kézepéhez egy m tomegd, kis méretd testet erdsitink. Kezdetben a ridon csiszo
testek 2L tavolsdagra vannak egymdstol. Ebben a helyzetben a fondlhoz erdsitett, m
tomegd testet elengedjiik. A ridon csiszo testek titkdzéséig a 2m tomegd test TL/6
hosszusagu utat tesz meg. A fonalak nem lazulnak meg.
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a) Hatdrozzuk meg x értékét!

b) Mekkora sebességgel iitkiznek dssze az dtfirt testek?

Megoldas. a) Az litkozés elstti allapotot a mellékelt dbra mutatja. Latha-
t6, hogy ha a bal oldali test elmozdulasa az iitkozésig 7L /6, akkor a jobb oldalié
—5L/6, az also test helyzete pedig vizszintesen L/6 tavolsaggal tolodik el. Mivel
a pontrendszerre vizszintes irdnyban nem hat erd, a tomegkézéppont vizszintesen
nem mozdul el, ezért

2ml—xm%+m£—0
6 6 6

amibdl az z = 3 eredmény adddik. A jobb oldali test tomege tehat 3m.

7L/6 5L/6

b) Az iitkozés elStti pillanatban az also, m tomegt test fliggsleges sebesség-
komponense elttinik. Jel6ljiik ennek vizszintes sebességét u-val, a bal és jobb oldali
csuszo testek sebessége pedig legyen rendre vy, és vo az dbra szerint! A rendszer
teljes impulzusa vizszintes irdnyban megmarad:

(1) 2mu1 + mu — 3mos = 0.

Uljiink bele gondolatban az also test u sebességével vizszintesen mozgé vonatkozta-
tasi rendszerbe! Innen nézve a két cstuiszo test a geometria miatt azonos nagysagu,
de ellentétes irdnyd sebességgel mozog, ezért felirhatjuk:

U1 — U2

2

(2) v —u="ve+u, ahonnan u=

Az (1) és (2) egyenletekbdl:
5) 1

—-U1, U= -v.

(3) Vo = 7

Hatravan még annak felhasznélasa, hogy disszipativ er6k nem hatnak a rendszerre,
ezért a mechanikai energia megmarad:

2 2 2
1
?> ’U% .
Rendezés utan kapjuk:

2
Felhasznélva a (3) kifejezéseket:
149 m 5 /25 m
=4/=—=9L =140 — =-v1=14/=9L=1 —.
U1 ]7 g ;40 s’ U2 7”1 ]7 g ,00 s

1 1 1
mgL = =2mv? 4+ =3muvs + —mu?.
5\ 2
2gL—20f—|—3<?> V3 + (
Bar a feladat nem kérdezte, de az m tomegi test sebessége v = v1/7 = 0,20 m/s.

2. feladat. Egy centrifuga eqy vizszintes tengelyd, R = w
40 cm belsd sugari hengeres dobbol dll, amelyet egy mo- \

tor dllando fordulatszammal képes forgatni. A dobba egy
kis testet helyeziink, amit a dob belsd feliiletéhez rogzitett
kis, surloddsmentes falakkal oldalrél megtdmasztunk (ldsd
az dbrdt).

a) Legaldbb mekkora wy szogsebességgel kell forognia a
centrifuganak, hogy a kis test ne vdljon el a dob falatol?

b) Vektoros dbra segitségével szerkessziik meg a dob dltal a kis testre kifejtett
eredd erd irdnydt eqy dltaldnos helyzetben, ha w > wy!

¢) Legaldbb mekkora a tapaddsi surléddsi egyiitthaté a dob fala és a kis test ko-
20tt, ha a test w > /2g/R szigsebességeknél a tamaszfalak eltdvolitdsa esetén sem
cstszik meg a dob belsejében?

Megoldas. a) Hatéaresetben a legfels6 helyzetben éppen nem valik el a dob
falatol, azaz itt a nyomoers nullava valik. Ez azt jelenti, hogy az mg nehézségi erd
tartja a testet korpalyéan:

mg = mRw; ahonnan wo=+g/R=5s"".



b) A Kkis testre a fliggGlegesen lefelé mutatdo mg nehézségi ers és a dob 4ltal
kifejtett F' ered6 erd hat. Ezek hatésara a test mindvégig a forgastengely iranya-
ba gyorsul Rw? gyorsuldssal. A dinamika alapegyenletének segitségével az F erd
irAnya a bal oldali dbra szerint megszerkeszthetd.

¢) Amint az a b) rész vektoros abrajarol leolvashato, a test kiillonb6zs helyzete-
iben a dob altal kifejtett F' ered er6 més-més nagysagu € szoget zar be a feliilet
adott pontbeli normalisaval (azaz a sugarirannyal). A megcsuszas akkor keriilhets
el, ha még az eléforduld legnagyobb e szog esetén is teljesiil a tapadas S/N < pu
feltétele, ahol S és N rendre az F' er6 tangencialis és sugariranya komponensei.

Rogzitsiik most gondolatban a testre hato, mRw? nagysagu eredd erd iranyét,
és vizsgaljuk meg, milyen irdnyokba mutathat F', mik6zben az mg nehézségi eré a
dob egy fordulata alatt az eredd erd iranyahoz képest korbeforog (lasd a jobb oldali
dbrdt). Lathato, hogy az e szog akkor maximalis, amikor F' hatasvonala érinti a
nehézségi erd talppontja altal kirajzolt kort. Mivel az érint6 és az érintési pontba
hiizott sugar egymasra merdleges, tovabba a megcsiszas hataran mRw? = 2myg,
igy a jobb oldali dbrdn egy olyan derékszogl haromszog keletkezik, melynek atfo-
gbja kétszerese a révidebb befogonak. Ebbg] kovetkezik, hogy az € sz0g maximalis
nagysaga egy koriilfordulés soran 30°.

Szamitsuk ki ebben a megcsuszashoz kozeli helyzetben az S tapadasi surlodasi
er6t és az N nyomoer6t! Az e = 30° szogérték miatt F' sugar- és érintSiranyna
komponensei igy szdmolhatok:

S = ol , N = EF,
2 2
amibdl a tapadasi surlodasi egytitthatéra vonatkozo feltétel:

S 1 V3

p> = =—=2Y"=0577.
N3 3

Megjegyzés. Konnyen abba a hibdba eshetiink, hogy feltételezziik, a megcsiaszas hata-
ra abban a helyzetben kovetkezik be, amikor a test a tengellyel azonos magassagba keriil,
hiszen ilyenkor a mozgas fenntartasahoz sziikséges S strlédasi er§ maximalis, nagysagat
tekintve éppen mg. Ez azért nem igaz, mert nem S, hanem az S/N hanyados maximalis
értékeét kell vizsgalni. A fenti megoldasbol kideriil, hogy a test akkor keriil legktzelebb a
megcsiszashoz, amikor a hozza huzott sugar a fiiggslegessel 60°-0s szoget zar be.

3. feladat. Egyenes, d = 50 méter szélességi folydszakasz eqyik partjinak A
pontjdbdl a szemben lévd part felé indul egy csonakos. A viz sodrdsi sebessége a part-
tol mért tdvolsdggal egyenes ardnyban névekszik a folyo kdzépvonaldig, ahol értéke
v = 2 m/s, majd innen a tilsdé parthoz kézeledve szimmetrikusan nulldra csiok-
ken (ldsd az &brat). A csénakos mindvégig egyenletesen evez gy, hogy dllévizben
szintén v sebességgel haladna.
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a) Az A ponttal szemkézti B ponttél milyen tdvol ér partot a csonakos, ha végig
a sodrdsra merdleges irdnyban evez (o =0°)?

b) Milyen alaki pdlydn mozog a csénakos? Készitsiink vdzlatos rajzot!

¢) Milyen (dllandd) irdnyban kellene a csonakosnak eveznie, hogy éppen a B
pontban érjen partot? Adjuk meg az ehhez tartozo o szdg értékét!

Megoldas. a) Valasszunk olyan koordinitarendszert, melynek x tengelye az
evezéssel egyiranyi, mig y tengelye sodrasiranyu és egybeesik a kiindulési partvo-
nallal! Amig x < d/2, a csonakos parthoz viszonyitott sebességkomponensei:

Vg =0, Vy = —

hiszen x = d/2 esetén v, = v. Mivel az x iranyt sebesség allando, z = vt, azaz

202
* =—1.

( ) Uy d
Ez a sebességkomponens idében egyenletesen névekszik, mig x > d/2 esetén egyen-
letesen csokken, ezért az egész atkelésre vonatkozodan szamolhatunk a v/2 atlagos
sodrodéasi sebességgel.

Az atkelés teljes ideje T' = d/v, ekdzben a lefelé sodrodas tavolsaga a B ponthoz
képest

T
s:%:d/2=25m.



b) Eszrevehetjiik, hogy a (*) formula éppen olyan alakt, mint egy zérus kezd&se-
bességti, a = 2v? /d gyorsulasii mozgas sebesség-ids fiiggvénye. Emiatt a palyagorbe
a folyo kozépvonalaig parabolaiv, akdrcsak vizszintes hajitas esetén. Az x > d/2
tartomanyban a csénakos gyorsulésa elGjelet valt, ezért a palya egy olyan parabo-
laivben folytatodik, amely a pélya elsé felére nézve kdzéppontosan szimmetrikus
(lasd a bal oldali dbrdt).
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¢) Most is elmondhato, hogy az x irdnya sebesség allandd, emiatt az y iranya
sebességkomponens idGben linearisan valtozik. Mivel a folyon lefelé sodrodas at-
lagsebessége v/2, az evezés sebességének gy kell dllnia, hogy a vizhez viszonyitott
y irdnyt sebességkomponens ugyanekkora, de ellentétes iranyt legyen (ahogy az a
jobb oldali d@brdn lathato). Ebbol kovetkezik, hogy a keresett a szog értéke 30°.

4. feladat. A falbdl kidllo két vizszintes szogre egy homogén
tomegeloszlasi, L = 100 cm hossziusdgi, vékony rudat fekte-
tink az dbran ldthaté modon. A rid a fiiggdlegessel o = 30°-0s
szoget zdr be, a szogek tdvolsiga L/4. A csuszdsi és tapaddsi
surloddsi egytitthato a szégek és a riud kozétt egyardnt p.

a) Legaldbb mekkora p esetén maradhat a rid egyensilyban?

b) Ha u = 0,5, akkor a mid a szdgek kozott lecsiszik. Mek- .
kora a rid sebessége abban a pillanatban, amikor elvdlik az also /
/ /L/4

s20gt6l? (Mozgdsa sordn a rid csak a szogekkel érintkezik.)

Megoldas. A ridra az mg nehézségi erd, a szégeknél pedig a ridra merdleges
iranyta N7 és No nyomoéerdk, valamint a raddal parhuzamos S és Se sturlodasi erék
hatnak. Mivel a rid szoggyorsuldsa nulla, a r4 haté az eredd forgatényomaték a
tomegkdzéppontra nézve nulla:

lel — N2k2 = O,

ahol k; és ko rendre az Ny és Ny erck karjai (lasd az dbrdt). Felhasznaltuk, hogy a
rud vékony, ezért a sturlodasi erék forgatdnyomatéka a kézéppontra tekintve nulla.

A radra meréleges iranyban a témegkézéppont nem
gyorsul, igy az ilyen iranyt erék eredGje is zérus:
mg

N1 - N2 - 7 - O .
A fenti két egyenletbdl a nyomoersk kifejezhetsk:
ke mg ki mg
N - —_— = _
) M= 2T ek 2

Vegyiik észre, hogy ezek az egyenletek mind az a), mind
pedig a b) kérdésben fennallo esetben érvényesek.

a) Egyensiilyi helyzetben az er6karok hossza k1 = L/4 és ko = L/2, igy a szdgek
nyomoereje:
Nl =mg, NQ = % .
Az egyensuly feltétele szerint a raddal parhuzamos iranya erék eredGje is zérus

kell, hogy legyen:
3
Sl"’SQ—gmg:O.

A tapadasi surlodas erétorvénye szerint S; < ulNy és Sy < ulNa, ezért

3
p(N1 + N2) > %mg.

A bal oldalra helyettesitsiik be a nyomoerckre kapott () kifejezéseket! Ekkor egy-
szertisités és rendezés utan a surlodasi egyiitthatora a kdvetkezst kapjuk:

3
0> %zo,w?.

b) Latjuk tehat, hogy u = 0,5 esetén a rud valoéban megcestszik. Szamitsuk ki
a mozg6 rudra hato sarlodasi eréket a tomegkozéppont = elmozdulasanak fiige-
vényében! Ekkor az erkarok ki = L/4 — x és ko = L/2 — z, igy (*) alapjan a

nyomoerdk:
2z 1 2z
! ( L ) " 2 (2 L ) "9

Latszik, hogy a rud az also szdgt6l akkor valik el (Na = 0), amikor elmozdulasa
x = L/4. Fejezziik ki a rudra hato6 eredd erdt (ami a riaddal parhuzamos iranya):

3
Foreds = gmg—S& — S5

A cstiszas miatt most a sturlodas erétérvényében egyenléség van: Sy o = plNy 2. Ezt
és a nyomoerdkre kapott Osszefiiggéseket felhasznalva, rendezés utan kapjuk:
V3

3 4z
Fereas = —-myg — gpmg + —pmg.



Ez linearisan novekszik x fiiggvényében, ezért munkaja szdmolhato tgy, mintha
mindvégig a kezdeti (z = 0) és végss (xz = L/4) értékének az atlaga hatna:

— L V3 L
Wereds = Fereds - Z = ng — pumg Z .
A munkatétel szerint az eredd eré munkija egyenls a rud mozgési energidjanak
megvaltozaséaval:
2

Wcrcdé’ - §mv —0.

A munkéara kapott kifejezés felhasznalasaval a keresett sebesség révid rendezés utan
meghatarozhato:
V3 —2u

m
=4/ —qgL =135 —.
v 1+ Y s
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III. kat.: akik ebben a tanévben kezdtek fizikat tanulni a technikumban

1. feladat. Andrds és Béla dllando nagysdgu sebességgel fut a Pécs melletti
Tliskésréti, 1200 méter hosszu futokdron. Ha egymdssal szemben futnak, akkor 3,6
percenként taldlkoznak. Ha egyiranyban futnak, akkor Andrds 18 percenként halad
el Béla mellett.

a) Mekkora sebességgel futnak a fiatalok?

b) Ha egyszerre indulnak ugyanarrol a helyrél és azonos irdnyban futnak, akkor
hdny kor megtétele utdan korozi le Andrds Béldat?

Megoldas. Legyen L = 1200 m = 1,2 km, t; = 3,6 perc = 0,06 6ra és
to = 18 perc = 0,3 ora. Jelolje vy, illetve vp rendre Andras és Béla sebességét.

a) Ha egymassal szemben futnak, akkor két talalkozas kozott ketten egyiitt a
futokor hosszat teszik meg, azaz

(1) vaty + vty = L.

Ha azonos iranyban futnak, akkor két utolérés kozott Andras a futokor hosszaval
tobb utat tesz meg, tehat

(2) vaty = L + vpts.

Szorozzuk meg az (1) egyenletet to-vel, a (2) egyenletet pedig ¢;-gyel, és az igy
kapott egyenleteket adjuk 6ssze. Ebbél kapjuk, hogy

2’0At1t2 = L(tl —+ tg),
vagyis Andrés sebessége:

L(ty + t2)
= 21 T2) 19 km/h.
AT T otts m/

Ennek ismeretében Béla sebességét példaul az (1) egyenletbsl kaphatjuk meg:

L
B = — — VA =8km/h.
tq

b) Mivel ebben az esetben Andras t, id6 alatt éri utol Bélat, igy Andras ezalatt
vats = 3,6 km utat tesz meg. Ez 3,6/1,2 = 3 kor megtételét jelenti.

2. feladat. A rogzitett, a = 30° hajlasszogt, hosszu lejtén eqy M = 5 kg tomegt
deszka csuszik. A deszka és lejtd kézdtti surloddsi tényezd u = 0,5.

a) Mekkora a deszka gyorsuldsa?

b) Owvatosan a deszkdra helyeziink egy m tomegd, konnyen gordild kiskocsit.
Hogyan valasszuk meg m értékét, hogy a kiskocsi deszkdra helyezése utdin a deszka
dllando sebesséqggel csiusszon a lejtén?

Megoldas. a) A lejtén lecsuszo deszkat a lejtd iranyaban az M g nehézségi erd
lejt6 iranyt komponense és az S csuszasi surlodasi er6 eredGje gyorsitja. A 30°-os
lejt6 esetében a nehézségi erd ezen komponense éppen fele a nehézségi erének, azaz

Mg

T—S:Ma

Lejtére meréGleges iranyban a deszka nem mozdul el, ezért a lejt6tsl szarmazé N
nyomoerd a deszkira hatoé nehézségi erd lejtére mer6leges iranyd komponensével
egyezik meg. Pitagorasz tétele alapjan a nehézségi erd ezen komponense Mgv/3 /2,

igy
N = Mg ?

Tovabba a csiiszasi surlodési ers és a nyomoders kozotti kapcesolat:
S =uN

Az utolso két egyenletet az els6ben felhasznalva adédik a deszka gyorsulasa:

b) A kiskocsi a deszkan elkezd lefelé gordiilni, azonban a deszka és a kocsi kozot-
ti surlodas elhanyagolhaté (konnyen gordiils kiskocsi). Viszont a lejtére merdleges
iranyban a kiskocsi er6t fejt ki a deszkara, melynek értéke a kiskocsira hatoé ne-
hézségi erd lejtére merdleges komponensével egyezik meg, ami mg v/3 /2. Tehat a
deszkara hato surlodasi erd

V3

8= M +m)g ==



Vagyis ebben az esetben a deszka nagyobb erével nyomja a lejtst, ezaltal nagyobb
sturlodasi eré hat a deszkara, aminek hatasara a deszka allando sebességgel cstszik
a lejtén:

Mg

- /:
> S =0.

A két egyenlet Osszevetésébdl a kiskocsi tomegére az

1
m=M-(—=—1)=077kg
(u\/§ )

eredményt kapjuk.

3. feladat. Egyenes lejtd torésmentesen csatlakozik egqy R = 1 m sugari, koriv
alaki részhez (ldsd az abrat). A lejtdn a kériv legmélyebb pontjdhoz képest H = 2 m
magassagbol kezddsebesség nélkil lecsuszik eqy pontszerid, m = 0,1 kg tomegd test.
A surlodds elhanyagolhatd.

a) Mekkora v sebességgel ér a kis test a kériv legalsé pontjiba?
b) Mekkora erével nyomja a legalsé pontban a kis test a korivet?
¢) Legaldabb mekkordnak vdlasszuk H értékét, hogy a kis test elérje a koriv leg-

magasabb pontjdat is?

Megoldas. a) Mivel a strlodas elhanyagolhato, alkalmazhatjuk a
mechanikaienergia-megmaradas térvényét. A H magassagbol lecstszo test helyzeti
energiaja a koriv legals6é pontjara érve mozgési energiava alakul, azaz

1
mgH = §m1)2,

vagyis a test sebessége a kérdéses helyen v = /2gH = 6,3 m/s.
b) A test ebben helyzetben mar korpalyan halad, ezért

’1}2

N—mg:macp:mﬁ,

ahol N a koriv altal a testre kifejtett nyomoers. A test ugyanekkora nagysagi, de
ellentétes iranyu er6t fejt ki a korivre. Tehat ennek az erének a nagysaga:

mu? m-2gH
N = — = —_—
mg + R mg + R

A feladat adatai szerint H = 2R, igy a nyomoéerd nagysaga N = bmg = 5 N.

c¢) Legyen a test sebessége a legfels6 pontban v;. Ahhoz, hogy a test elérje a
korpalya legfels6 pontjat, az kell, hogy a palya altal a testre haté nyomoers végig
pozitiv legyen, hataresetben éppen legfeliil valjon nullava. Mivel ekkor még a test
korpalyan halad, igy a centripetalis gyorsulast mér csak a nehézségi eré okozza:

mg = mﬁ
g = R’
Ezt a sebességet a mechanikai energiamegmaradasbol hatarozhatjuk meg, amit a
kérdéses H magasan 1év6 inditasi pont és a koriv fels§ pontja kozotti helyzetekre
irunk fel:

1
mgH = mg 2R + imvf.
Innen v? = 2g(H — 2R) adoédik. Masrészt az elsG egyenlet szerint v = gR, ezért
2(H - 2R) = R,

amib6l H = 5R/2 = 2,5 m. Legalabb ilyen magassagbol kell a testet elinditani,
hogy az eljusson a koriv legfels6 pontjaba.

4. feladat Egy 3m és egy m témegd hasdbot eqymdshoz ragasz-
tunk, majd a rendszert rugora fiiggesztjik az abra szerint. Eqyen-
sulyr dllapotban a rugd megnyildsa 12 cm. Egyszercsak a ragaszto
elenged, és az also, m témegd hasdb leesik, a 3m tomegd pedig
rezegni kezd. 3m

a) A ragasztd elengedése utdni pillanatban mekkora gyorsulds-
sal indul el a 3m tomegd test?

b) Eredeti helyzetéhez képest milyen magasra emelkedik mozgdsa sordn a 3m
tomegt test?

¢) Mekkora a rezqgd test legnagyobb sebessége?

Megoldas. A rugoban ébredd erd, amikor még mindkét test rajta fiigg 4mg.
Ennek hatasara a megnyulasa y = 12 cm. Ezekkel kifejezhetjiik a rugd rugoallan-
dojat:
dmg

o

D =



a) Az also test levalasa utani pillanatban a rugé megnytlasa még nem valtozik
meg, ezért a rugbderd ugyanigy 4mg, tehat a 3m tomegid testre:

4dmg — mg = 3ma,

ahonnan a test kezdeti gyorsulasa a = ¢g/3 = 3,3 m/s?. Iranya fiiggélegesen felfelé
mutat.

b) A 3m tomegd test mozgasara alkalmazhatjuk a mechanikaienergia-
megmaradas torvényét. Az indulas pillanataban csak rugalmas energia van, a leg-
magasabb helyzetében pedig rugalmas és helyzeti energia. Ha a test a kezdeti hely-
zetéhez képest h magassagba jut el, akkor a rugd megnytulasa y — h lesz (feltessziik,
hogy a rug6 még ekkor is nyajtva van).

%Dy2 = 3mgh + %D(y — h)?.
Elvégezve a négyzetre emelést:
0 = 3mgh + %DhQ — Dyh.
Ebbdl kifejezhetjiik h-t: h = 2’"79. D fenti alakjaval a h = y/2 = 6 cm magassagot

kapjuk.

¢) A test abban a helyzetben éri el a maximaélis sebességét, amikor gyorsulasa
nullava valik, azaz amikor az egyensulyi helyzetén halad at. Ebben a helyzetben a
rugbd megnytlésa:

3
3mg = Dy :4mg& — Yy = Zy: 9 cm.
Y

A mechanikaienergia-megmaradast a kezdeti és a maximalis sebességii helyzetek

kozott felirva: i i i
SDy? = = 3muvh. + 5 Dyt + 3mg(y — y1).

2 2 2
Ismét helyettesitsiik be D kifejezését:
1 3 1 2
5 4mgy = vafnax t3 4mg% +3mg(y — ).

Egyszertisitve, majd felhasznalva y; ismert értékét:
3, 9 3
2gy = §’Umax + ggy + Zgya

ahonnan a maximalis sebesség:

9y m

e = 1/ — 032 2
Uma 12 5



