41. Mikola Sandor Orszagos Tehetségkutatd Fizikaverseny
II1. fordulo
MEGOLDASOK
I. kategoéria: gimnazium 9. évfolyam

1. feladat. Eqgy fiiggdleges szimmetriatengelytd, felfelé nyi-
tott, egyenes korkipot w = % s~ szdgsebességgel forgatunk.
A kup alkotdja a vizszintessel a = 30°-0s szdget zdr be. A kup
belsd feliiletén, az dbran ldthato AB alkoté mentén egy egyenes
vdjat fut végig, amelyben eqy m = 52 g témegd, kis méretd test
j0 kozelitéssel surloddsmentesen csuszkdlhat.

a) Mekkora d tdvolsdgra helyezziik a testet a kup csucsdtol,
hogy a kuphoz képest nyugalomban maradjon?

b) Mekkora erdvel nyomja ekkor a test a kip feliletét?

¢) Vizsgdljuk meg, hogy a test helyzete stabil (biztos) vagy instabil (bizonytalan)! Mds széval mi
torténik, ha a testet a vdjatban kissé felfelé, vagy kissé lefelé kitéritjik?

Megoldas. A kup altal kifejtett K kényszererst bontsuk
fel fiiggsleges iranyu (K,) és vizszintes (K,) komponensekre!
Az el6bbi fliggblegesen megtartja a testet, a vizszintes kompo-
nens pedig a centripetalis gyorsulést idézi el6:

Ky, =mg, K, = mrw?

ahol r a kis test tavolsdga a forgastengelytsl. Mivel o = 30°,
felhasznalhatjuk a vektorok felbontasa soran keletkezs derék-
sz0gl haromszog és egy szabalyos haromszog egyik fele kozott
fennalld hasonlosagot:

K :QK, K, =X
2 2

Ezeket 6sszevetve a fliggdleges irdnyt mozgasegyenlettel a kovetkezSket kapjuk:
mg

2
1 K=—"mg — K,=—2.
(1) g Vi

V3

A koérmozgas feltételébe beirhatjuk K, kifejezését:

9 — mrw?
V3

Ebbdl a kérpalya sugara:

2) r=—

V3w?’
a kis test tavolsdga a kup A cstcsatol pedig (szintén a mar felhasznalt haromszog-hasonlosag

miatt):

2 g 2
V3V3w?2  3w?’

Az (1) és (3) egyenletekbe behelyettesitve mar valaszt kaphatunk a feladat a) és b) kérdéseire:
a)d=015m; b) K = 0,60 N.

(3) d=

w|&| =

c) Erdemes a kip AB alkotojaval parhuzamos iranyban vizsgalni az erdket, ha a testet allan-
dosult helyzetébdol kissé felfelé kitéritjiikk. Ebben az iranyban csak a nehézségi eré megfelels (mg/2
nagysagu) komponense hat, ennek kellene biztositania a centripetélis gyorsulas AB egyenessel par-
huzamos Tw2\/§/ 2 komponensét. Mivel ez a gyorsulaskomponens r-rel ardnyosan noévekszik, mg/2
pedig allandod, ez utobbi nem tudja r sugara kérpalyan tartani a testet és az felfelé cstuszik. Hasonlo
eredményre jutunk, ha a kis testet lefelé téritjiik ki, tehat a test helyzete instabil (bizonytalan).



Megjegyzés. Bar nem része a 9. osztalyos tananyagnak, a feladat
megoldhat6é a kuppal egylitt forgo (gyorsuld) vonatkoztatéasi rend-
szerben is. Ekkor azonban a dinamika alapegyenletében az er6khoz
hozza kell adni egy tehetetlenségi erdt is, a centrifugdlis erdt. En-
nek nagysaga mrw?, iranya pedig az inerciarendszerbeli centripetalis
gyorsulassal ellentétes iranyu (lasd az dbrdt). A kis test ebben a for-
gb rendszerben egyensulyban van, ezért a ra haté ersk eredgje zérus.
Bontsuk fel az er6ket az AB alkotéval parhuzamos és arra merdleges
irdnyban, majd alkalmazzuk az egyensuly feltételét:

@_\/g 2 V3 1 4

5 Tmrw , K= ng + Emrw2.

Az elst egyenlet a korabbi megoldasunk (2) eredményére vezet, majd ezt a masodik egyenletbe behelyet-

tesitve a kényszererG (1) kifejezését is visszakapjuk. Innen a gondolatmenet a korabbiakban ismertetett
lépésekkel fejezhets be.

2. feladat. Az dbrdn ldthaté M témegid, o = 60° hajldsszogi ék sur-
loddsmentesen csiuszhat a vizszintes felileten, és kezdetben d = 18,5 cm
tdvolsdgra van a figgdleges faltol. Az ékre egqy m = M /4 témegd kis hasd-
bot helyeziink, amelyet az ékhez régzitett csigdan dtvetett fondl segitségével
az dbrdn ldthato mddon figgdleges falhoz erdsitink. A hasdb és az ék ko-
z0tt a surlodds szintén elhanyagolhato. A rendszert egy adott pillanatban
magdra hagyjuk. A mozgds sordn az €k nem borul fel, a hasdb pedig nem
éri el a vizszintes feliiletet.

Mekkora sebességgel csapdidik az €k a fiiggdleges falhoz?

Megoldas. Tekintsiik a rendszert egy tetszéleges pillanatban, amikor az ék V sebességgel
mozog! A fonal nydjthatatlansidga miatt amennyivel megrévidiil a fonal vizszintes szakasza, ugyan-
annyival keriil lejjebb a lejt6 mentén a kis hasab az ékhez képest. Ebbs] kdvetkezik, hogy a kis
hasab ékhez viszonyitott v, relativ sebessége (amely a vizszintessel 60°-os szoget zar be) minden
pillanatban ugyanakkora nagysagi, mint a hasab sebessége:

Urel = V.

A falhoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben a kis hasab sebességét tgy hatarozhatjuk meg, hogy
a Ure sebességhez vektoridlisan hozziadjuk az ék sebességét. Ahogy az dbrdn lathato szerkesztésbol
kittinik, a sebességvektorok alkotta 120° és 60°-os szdgekkel rendelkezs rombusz rovidebb atlojat
kell meghataroznunk. A specialis szogek miatt a rombusz két szabalyos haromszogre oszthato, igy
a keresett atlo éppen V hosszisag.

Azt kaptuk tehat, hogy a kis hasab a falhoz rogzitett rendszerben ugyanakkora V' nagysagu sebes-
séggel mozog, mint a hasab, de ez a sebesség a vizszinteshez képest 60°-ban lefelé, a fal iranyaba
mutat.

Disszipativ erd hianyaban alkalmazhatjuk a mechanikai energia megmaradasanak térvényét a
kezdeti és a végallapot kozott. Az abran lathato szabalyos vektorharomszog alapjan allithatjuk,
hogy a hasab fiiggSleges iranyt sebessége minden pillanatban /3 /2-sz06r0se az €k sebességének, igy
a hasab fiigg6leges iranyu siillyedése az ék falhoz csapodasaig \/gd/ 2 lesz. Az energiamérleg tehat
igy irhato:

V3

1 1
mgTd = §mV2 + 5MV2 N

m \/§ m
V=, 3gd=1]2gd =080 2.
m+M\/_g 5 94T 50

ahonnan a végeredmény:




Megjegyzés. A megoldas legnehezebb lépése a kényszerfeltétel fel- =2 >
irésa, azaz a kis test mozgasanak leirasa a falhoz régzitett vonatkoz-
tatasi rendszerben. A sebességvektorok vizsgalata helyett a testek y[

elmozduléasait is 6sszehasonlithatjuk. A hasab As tavolsaggal valo el-
mozdulésa esetén a kis test a lejt6 mentén mérve As-sel kertil lejjebb.
Az dbrdn lathato vonatkoztatasi rendszerben felirhatjuk a hasab el-
mozdulasanak = és y komponenseit:

T

As As V3
Al’—*7+A877, Ay—77AS
Ha a fenti Osszefiiggéseket kis elmozdulasokra alkalmazzuk, majd a kézben eltelt At id6vel osztunk, meg-
kapjuk a hasab x és y irdnyd sebességkomponenseit:

Innen a megoldas az eredetihez hasonléan fejezhetd be.

3. feladat. Egyenletes vastagsdgu, merev, homogén tomegeloszldsu, m = 450 g témegd hdrom-
szoglemezt a cstucsaindl aldtdmasztva vizszintes sikban tartunk. A hdromszog oldalai a = 36 cm,
b =32 cm és ¢ =24 cm hosszisdgiak. Mekkora erd hat az aldtamasztdsoknal?

Megoldas. Egy homogén haromszoglemez tomegkozép-
pontja a haromszog geometriai sulypontjaval esik egybe.
A haromszoglemez egyensulyanak feltétele, hogy a ra ha-
t6 erdk és forgatonyomatékok eredGje egyarant nulla le-
gyen. Vizsgaljuk a forgatonyomatékot a haromszog egyik
(mondjuk AB) oldaldn 4tmeng ¢ tengelyre vonatkozoan
(lasd az dbrdt)! Erre a tengelyre nézve csak az S sily-
pontban hato nehézségi erének és a C' csucsban hatd Fo
nyomoéerdnek van forgatonyomatéka, ezért:

klmg - kQFC = 0,

ahol k1 és ko a megfelels er6karok hosszat jeloli. Mivel a sulypont harmadolja a sulyvonalat, igy (az
abran lathato hasonlo derékszogt haromszogek miatt) az S pont éppen harmadakkora tavolsagra
van a ¢ tengelytdl, mint a haromszog C' cstcsa, azaz ko = 3k1. Ebbsl Fo = mg/3.

A tObbi oldalra is hasonloan felirva a forgatényomatékok egyensilyat adodik, hogy a masik
harom csticsnal haté tamasztoers is ugyanekkora:

1
FA:FB:Fczgmg:1,5N,
fiiggetlendl a haromszog oldalainak hosszatol!

Megjegyzések. 1. Hasonloan j6 valasztés, ha tengelyként a stilyponton dtmend, az oldalakkal parhuzamos
egyenest véalasztjuk. Ekkor sziikségiink van az er6k egyensilyat kifejez6 mg = Fa + Fp + Fc egyenletre is,
amely az els6 megoldasban automatikusan teljesiilt.

2. Bar nem része a 9. osztalyos matematikai tananyagnak, de a feladat vektorokkal is megoldhaté.
Origonak a haromszog sulypontjat valasztva a cstcsokba mutaté ra, rp, rc vektorokra fennall az

(1) ra+rg+rc=0

Osszefiiggés. A sulypontra vonatkoztatott forgatényomatékok egyensilyat az

(2) raXFa+rgxFp+rcxFoc=0

egyenlet fejezi ki. Az (1) és (2) egyenletbdl r¢ kikiiszobolésével, majd rendezéssel az
rax (Fa—F¢)=rpx (Fc— Fp)

Osszefiiggésre jutunk. A bal oldalon allo6 vektor merdleges ra-ra, a jobb oldali vektor mer&leges r p-re.
Mivel r4 és rp nem parhuzamos vektorok, igy az egyenléség csak akkor teljesiilhet, ha mindkét oldalon
nullvektor all. Ezek szerint F4 = Fp = F, azaz a harom alatamasztési pontban egyenls, mg/3 nagysagu
er6 hat.



4. feladat. Vizszintes talajon mozgo, M = 0,5 kg témegd hasdbra h = 20 cm magassdgbol
egy m = 0,1 kg tomegd gyurmadarabot ejtiink. A hasdb sebessége az ttkdzés eldtti pillanatban
vo =3 m/s. A két test At = 10 ms iddtartami titkozés sordn dsszetapad.

a) Mekkora dtlagos nyomderdt fejt ki a gyurma a hasdbra az titkozés alatt?

b) Mekkora lesz kozvetlenil az titkézés utin a kozos sebesség, ha a hasdb és a talaj kézotti
csuszdsi surloddsi egyiitthatd értéke p = 0,472

Megoldas. a) Jeloljiik az litkozés alatt a hasab és a gyurma kozott hato kényszererd idGatla-
golt értékét Kp-gyell A mechanikai energia az litkozés el6tti pillanatig megmarad, ezért a gyurma
v/2gh sebességgel csapodik be a hasabba. Ez a fiiggéleges iranyt sebesség az iitkozés hatasara 0-ra
csOkken. A gyurmaéara az litkozés alatt fliggsleges iranyban az mg nehézségi erd és a Ky kényszerers
hat, ezért az impulzustétel igy irhato:

K1 At — mgAt = m+/2gh,

ahonnan kifejezhetjiik K;-et:

vV2gh
K = —— | =21 N.
1=m (9 A
Ezzel valaszoltunk a feladat elsé kérdésére.
K>
K
v/ 2gh ‘l’ h
@m S1
M L 82 |
=<
&M g
utkozés elstt utkozés kozben

b) Vizsgaljuk a hasabra hato ercket az iitkozés alatt (lasd a jobb oldali dbrdt)! A hasabra
fiiggbleges iranyban hat az M g nehézségi erd, a gyurma altal kifejtett K7 nyomoerd, illetve a talaj
(atlagos) Ko kényszerereje. Vizszintes iranyban a gyurma szintén hat ra valamekkora ismeretlen
Sy ergvel (fékez6 irdnyban), valamint a talaj is fékezi a hasabot Sy erGvel.

Filiggbleges irdnyban a hasib nem gyorsul, ezért az ilyen iranyu erék eredgje nulla:

KQ—Mg—Klzo,

ebbdl K kifejezhetd. Tekintsiik most a hasabbol és gyurmabol all6 pontrendszert, és irjuk fel erre
az impulzustételt vizszintes iranyban! Utkozés el6tt a vizszintes iranya teljes impulzus Muvg, az
itkzés utan (m + M)v, igy:

—SeAt = (m+ M)v — Mug.

Mivel a hasdb mindvégig cstszik a talajon, érvényes az Sy = puKs er6torvény. Ezt és az el6zd két
egyenletet Osszevetve a kovetkezdt kapjuk:

—u(Mg+ K1) At =(m+ M)v— Muyg.
Rendezziik ezt az ismeretlen v sebességre:

. Muvy — u (Mg + K1) At
B m+ M '

Ebbe az egyenletbe behelyettesitve az adatokat megkapjuk, hogy a hasab és a gyurma ko6zos se-
bessége kozvetlentil litkozés utan v = 2,33 m/s.

Megjegyzések. 1. A teljesség kedvéért kozoljiik a teljes paraméteres eredményt v-re, amit az a) kérdés
végeredményének felhasznélasédval kaphatunk:

M um
= — ugAt — ————+/2gh.
v vomHIRt T T MV

m+ M

2. Meglepd, hogy vizszintes irdnyban a rendszer impulzusa nem marad meg. Ahogy a megoldasbol
is kitiinik, ennek az az oka, hogy a pontrendszerre vizszintes iranyban eredd erd hat. Minél révidebb az
itkozés, ez az eredd er6 annal nagyobb, ezért a vizszintes iranyu er6lokés véges marad (akar tetszdlegesen
révid, pillanatszerd titkzés esetén is).



41. Mikola Sandor Orszagos Tehetségkutatd Fizikaverseny
II1. fordulo
MEGOLDASOK
II1. kategoéria: technikum 9. évfolyam

1. feladat. Vékony, { = 1,0 m hosszi fondlbdl és m = 500 g tomegt, kisméretd acélgolycbol
készilt fondlingdt a talaj felett h = 3,0 m magassdgban a mennyezethez erdsitettink, majd vizszintes
helyzetbdl kezddsebesség nélkiil elengedtiink. A fondl a fliggdleges helyzetéhez érve elszakadt.

a) Mekkora erd hatdsdra szakadt el a fondl?

b) Milyen tdvol ért talajt az acélgolys a felfiiggesztési pont talajra esd vetiiletétsl?

Megoldas. a) A fonal elszakadasanak a pillanataban az acélgoly6 sebességét a mechanikai
energiamegmaradés torvényébsl (a munkatételbdl) tudjuk kiszamitani:

1
mgl = §mv2, amibsl v = +/2gf = 4,47 ? .

Az elszakadas el6tti pillanatban az ingatestre csak fiiggGleges erék hatnak: lefelé az mg nehézségi
erd, felfelé pedig az F' fonalers. Ezek hatasira a test a felfiiggesztési pont irdnyaba gyorsul v? /¢
centripetélis gyorsulassal. A dinamika alapegyenlete tehat igy irhato fel:
2
F—mg= mv— .

14

Ebbdl a fonalers a v-re kordbban kapott eredmény segitségével:

02
Fm<g+7> =3mg=15N.

b) A fonal elszakadéasat kovetGen az acélgolyd mozgasa v kezdGsebességi vizszintes hajitas lesz.
Az acélgolyo kezdeti magassaga a talajtol h—/, igy a mozgéas t idejére a kovetkezs egyenlet érvényes:

2(h — 0)

1
h—t=Zgt*, cbbol t= =0,63s.

Ennyi id6 alatt a golyd vizszintesen megtett ttja:

s = vt = \/2g0 yz t(h—1).

Az adatokat behelyettesitve az s = 2,83 m eredményt kapjuk.

2. feladat. Az dbrdn ldthaté régzitett ridon egy 50 g tomegd kis
gyongy mozoghat surléddsmentesen. A gyongy eqy kezdetben fiiggdle-
ges, 30 cm hosszusdgu rugoval eqy rogzitett ponthoz van csatlakoztat-
va. A rugd nyujtatlan hossza 24 cm. A gyongyiot ebbél a helyzetbdl
elengedve azt tapasztaljuk, hogy az éppen a rugd vizszintes (40 cm-es
hosszisdgu) helyzeténél dll meg.

a) Mekkora a rugddllandé?
b) Mekkora a gyongy gyorsuldsa a legalsd helyzetben?

Megoldas. a) Jeldljiik a rugoallandot D-vel, a rugo nytjtatlan hosszat £p-lal, a kezdeti hosszat
l1-gyel, a vizszintes helyzetben mérhets hosszat pedig fo-vel! Surlodas hianyaban alkalmazhatjuk
a mechanikai energia megmaradasanak torvényét a kezdeti és a legalso helyzet kozott:

1 1

3D~ lo)* + mgly = 3Dl — )?,

ahol a nehézségi erétér potencialjanak nullszintjét az alsé helyzetben vettiik fel. Ebbdl kifejezhetjiik
a rugoballandot:

2mgly N

D= =136 —.
(62 — 60)2 — (fl — 60)2 m




b) A gyongy rudiranya gyorsulasat a legalsd helyzetben az
F = D(¢y — {y) rugbers és az mg nehézségi erd raddal parhuza-
mos komponensei hatarozzak meg. A komponenseket az dbrdn
lathato derékszogi haromszogek kozotti hasonlosag felhaszna-
laséval hatarozhatjuk meg:

LFZEF, mgnzﬂilmg:%mg.
Veez i VoA

A gyorsulds a legalsé helyzetben a rud mentén felfelé mutat,
ellenkez6 esetben a gyongy a kovetkezd pillanatban elindulna a
radon lefelé. A gyorsulas iranyat pozitivnak valasztva Newton II. torvénye igy irhato:

Fy —mgy =ma,
amibe az eddig kapott Osszefiiggéseket beirva, majd m-mel osztva a kdvetkezs eredményt kapjuk:

4D 3 m
=2y~ ly) — 29 =289 = .
“ 5m(2 o) 57 T s?

3. feladat. Egy forgozsamoly kor alaki, vizszintes lapjdra helyeziink két kis méretd, egyforma
tomegti korongot, melyek vékony, egyenes, feszitetlen fondllal vannak dsszekdtve. Az egyik korong
10 cm-re, a mdsik pedig 30 cm-re van a zsdmoly kizéppontjatdl, a fondl pedig dthalad a zsdmoly
forgdstengelye felett. A korongok és a zsdamoly lapja kézotti csuszdsi €s tapaddsi surldddsi tényezd
eqgyardnt 0,1.

Mekkora szégsebesség esetén mozdul meg legaldbb az egyik korong, ha a zsdmoly szégsebességét
dllo helyzetbdl inditva nagyon lassan néveljik?

Megoldas. Jeloljiikk a kis korongok tomegét m-mel, a korongok kozéppontjanak tavolsagat
a forgastengelytsl pedig ri-gyel és ro-vel, ahogy az az dbrdn is lathato (r; > r2)! A korongok
fliggBleges iranyban nem gyorsulnak, ezért a forgozsamoly mindkettére egyarant mg kényszererst
gyakorol. A korongokra vizszintes iranyban a fonaler6 és a tapadasi surlodési eré hat, ez utobbi
nagyséaga legfeljebb S = pmg lehet (a megcsuszas hataran).

Viszonylag kis w szdgsebességek esetén a fonalban nem ébred erd, hiszen a korongok a; = r1w?

és as = row? centripetalis gyorsulasat a tapadasi surlodasi erd még biztositani tudja. Ha a fonal
nem lenne jelen, a forgastengelytdl tavolabbi korong akkor csiiszna meg, amikor a tapadasi surlodéasi
er§ maximuma mar éppen nem éri el az mag értéket. Ez anndl az w; szogsebességnél valosulna
meg, amelyre:
mg =mriw; — w = K3
1
Valojaban azonban a fonél megfesziil, és a benne ébredd F erd miatt a tavolabbi korong még
w > wi szogsebességek esetén is nyugalomban maradhat a zsamolyhoz képest. A fonaler6 a szog-
sebesség lassti novelésével egyre novekszik, ezzel segit korpalyan tartani a kozelebbi és tavolabbi
korongot is. Egy bizonyos w érték felett a fonaler6 meghaladja a tengelyhez kiézelebbi korong kor-
palyan tartasahoz sziikséges mrow? értéket, igy ekkor az erre a korongra haté tapadasi erd iranya
ellentétesre fordul. Tovabb novelve a szogsebességet egy kritikus wy értékig, a tengelyhez kézelebbi
korong megcsiszik (és emiatt a tavolabbi korong is). A megestiszas hataran felirhatjuk a két korong
mozgasegyenletét:
F + pmg = mriws F — pmg = mraws .



Vonjuk ki a masodik egyenletet az els6bdl, igy elimindlhatjuk az ismeretlen F' fonalerét:
2umg = m(ry — r)ws
amelybdl a szogsebesség keresett kritikus értéke:

2
wy = —HI_ _ 3165 L.

T —Tr2

Megjegyzés. A végeredményhez gy is elérhetiink, hogy a korongokra pontrendszerként tekintiink. A ko-
rongok témegkozéppontja a forgastengelytsl (r1 — r2)/2 tavolsagra van, igy a tomegkdzéppont gyorsulasa
(r1 —r2)w?/2. A korongok akkor cstisznak meg, amikor a 25 = 2umg eredd tapadasi surlodési erd ezt nem
képes biztositani:

2umg < 2m — w>3 | —— =w2.

-T2 2 2ug
2 1 —To

4. feladat. Egy gomb alaki, gombszimmetrikus tomegeloszldsu, képzeletbeli exobolyge kézet-
anyagdnak dtlagos sirisége 2500 kg/m?. Ha ,exostaciondrius” (a bolygd felszinéhez képest dllando
helyzeti) tavkézlési mitholdat szeretnénk pdalydra dllitani, akkor annak felszin feletti magassdga ot-
szordse lenne a bolygo sugardnak.

a) Mekkora az ,exostaciondrius” tdvkézlési mihold keringési ideje?

b) Hdny szdzalékkal kisebb a nehézségi gyorsulds a bolygd egyenlitdjén, mint a polusokon?
Megoldas. a) A bolygd M tomege kifejezhets a o atlagstirtiségével és az R sugaraval:

= —R’.
3 1%

Az m tomegt miiholdat a gravitacios ers tartja 6 R sugard korpalyan:

mM

’YW:TH'GR'WQ,

ahol w a mitihold keringési szogsebessége (és egyben a bolygo forgési szogsebessége). A miihold
tomegével valo egyszertisités utén:

M 47
(1) w:‘/7(6R)3 =\ 3679

A keringési id§ a szogsebesség ismeretében megadhato:

2 63 1
o, 3 6_:9,/8—”:110500s:30,7h.
w 4m o vo

b) A polusokon a nehézségi gyorsulast igy adhatjuk meg:

M 4

9 =Vpa = ?W)R-

Az egyenlitén viszont kisebb a nehézségi gyorsulas, mert a gravitacios erd kis része az egyenlitén
1év6 test centripetalis gyorsuldsét biztositja:

Je = Gp — Rw”.
Az w-ra kapott (1) Osszefliggést felhasznélva:

47
3-63

ge = 9p voR.

A feladatban kérdezett szazalékos eltérést igy szamolhatjuk:

9p 9p %”VQR 216 ’

Az eltérés tehat mintegy fél szazalék.



