MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI MINTATETELEK

A logaritmus fogalma és azonossagai.
Az exponencialis és a logaritmusfiiggvény.

1. A logaritmus értelmezése

A hatvanyozas nem kommutativ miivelet, igy mas-mas forditott (inverz) muveletre van sziik-

ség, ha az a® =b hatvanyozas alapjat (a) vagy kitevojét (c) keressiik. A logaritmus a kitevd
keresésének miivelete.

Definicié: log, b azt a ¢ szamot (azt a kitevét) jelenti, amelyre a-t emelve b-t kapunk:

log,b=c < a‘=b.
A definici6 jelentése szerint a9 =b.

A definicidban ¢ barmilyen valos szamot jelenthet, igy a logaritmus alapja (a) és argumentuma
(b) csak pozitiv szam lehet. (A valds kitev6jii hatvanyozast csak pozitiv alapra értelmezziik, és

pozitiv értéket ad eredményiil.) Az a = 1 alapot sem engedjiik meg, mert 1° =1 miatt b = 1
lehetne csak (¢és log, 1 értéke nem lenne egyértelmil).

A leggyakrabban hasznalt logaritmus alapok:
> A 10-es alapu logaritmus, jele lg (tehat Igx=1log,, x); elsésorban a tizes szamrendszer

mindennapi hasznélata miatt.
» A 2-es alapu logaritmus.
> A természetes alapu logaritmus, jel6lése In (tehat Inx =log, X). Az e alapszam kozelitd

értéke 2,71828, ezt a logaritmust a magasabb szintii matematikaban alkalmazzak.

2. A logaritmus azonossagai

A logaritmus miiveletével kapcsolatban néhany alapazonossagot fogalmazhatunk meg, ezek a
kovetkezOk:
1. log,b+log,c=log,(bc);a b,c>0,a=1

2. Iogab—logac=loga9;a, b,c>0,a=1
c

3. k-log,b=log,b*;a,b>0,a=1 keR

log. b

4. log, b=
Ja log. a

'a,b,c>0,ésa,c=1

c

Az els6 két azonossag logaritmusok dsszegeként és kiillonbségeként irja fel a szorzat, illetve
hanyados logaritmusat. A harmadik a hatvany vagy gyokvonds logaritmusanak azonossaga; a
negyedik azonossag segitségével pedig tetszéleges X alapu logaritmusra térhetiink at.

Az azonossagok bizonyitasa altaldban a hatvanyozas segitségével torténik. Példaképpen bebi-
zonyitjuk az 1. azonossagot.



3. Az 1. azonossag bizonyitasa

Definici6 szerint a'®®® =b, a®% =c és a'®* =bc. A bc szorzatot kétféleképpen felirjuk,
¢s azonos atalakitasokat végziink:
a‘Iogab _alogac _ a‘Iogabc P alogab+logac _ a‘Iogabc.

Az a alapu exponencialis fliggvény szigoruan monoton, ezért a kitevok egyenlok:
log, b+log, c=1log, bc.
Ezzel az allitast belattuk.

4. Az exponencialis fiiggvény

A racionalis kitev6jii hatvanyozas kiterjesztésekor bevezettiik az exponencialis fliggvényt.
(A racionalis kitevdji hatvanyozas azonossagai a valos kitevdji kiterjesztés esetén is érvényben
maradtak. A kiterjesztés tehat megfelelt a permanencia-elvnek.)

Definicié: Az x € R, x+—> a* fiiggvényt, ahol a > 0, exponencialis fliggvénynek nevezziik.
(Hasznalatos az ’a alapt exponencialis fliggvény’ elnevezés is.)

Az exponencialis fliggvény néhany alaptulajdonsaga:

a) Ertékkészlete a pozitiv valos szamok halmaza.

b) Zérushelye a fliggvénynek nincs; az y tengelyt a (0; 1) pontban metszi.

c) A fliggvény szigortan monoton novekvé, ha 1 < a, és szigorGan monoton csokkend,
haO<a<1. (Haa=1,akkorakonstans x+» 1 fiiggvényt kapjuk.)

d) A fuggvény konvex.

Két tovabbi tulajdonsag:

e) Ha 1l <a<b, akkor: hax >0, akkor a* <b*, mig ha x <0, akkor a* >b”*.
(0 <a<b<1 esetén a relacios jel megfordul, mint az abran lathato.)

f) Az a és 1 alapu exponencialis fliggvények gorbéi szimmetrikusak az y tengelyre, mint ez
a

konnyen igazolhatd is.

Az abran az egyes fiiggvények kdzotti nagysagviszonyt és monotonitasi kapcsolatot lathatjuk.

X X
Az abrazolt fiiggvények: a(x) =2, b(x) =3%, c(x) = (%) , d(x) = (%j _



Az e) tulajdonsag igazolasa:
X
Mivel az f(x)=a* és g(x)= [lj fliggvények a > 0 esetén a teljes valos szamhalmazon
a

értelmezettek, az y tengelyre vonatkoz6 szimmetridhoz azt kell igazolnunk, hogy minden Xx-re

X X
f(-x)=9g(x),azaz a™* = (Ej . Mivel a™ = ix = (lj , az allitast belattuk.
a a a

5. A logaritmusfiiggvény

Definicié: Az x € R", x> log, x fliggvényt, ahol a > 0 és a = 1, logaritmusfiiggvénynek
nevezziik. (Hasznalatos az ’a alapu logaritmusfiiggvény’ elnevezés is.)

A logaritmusfiiggvény néhany alaptulajdonsaga:

a) Ertelmezési tartomanya a pozitiv valos szamok halmaza.

b) Ertékkészlete a valos szamok halmaza.

c) A fuggvény zérushelye (1; 0).

d) A fliggvény szigorGan monoton novekvd, ha a > 1, és szigorGan monoton csokkend,
haO<a<1.

e) Haa > 1, akkor a fiiggvény konkav, mig ha 0 < a <1, akkor konvex.

Hérom tovabbi tulajdonsag:
f) Ha 1 <a<b, akkor: ha x > 1, akkor log, x > log,, x, mig ha 0 < x < 1, akkor

log, X <log,, x. (0 <a<b <1 esetén a relacios jel megfordul, mint az abran lathato.)
g)Azaés 1 alapu logaritmusfiiggvények gorbéi szimmetrikusak az X tengelyre, mint ez kony-
a

nyen igazolhato is.
h) Az f: x> log, x és g: x> log, x fiiggvények értékei egy konstans szorzoval térnek el

egymastol.

Az abran az egyes fliggvények kozotti nagysagviszonyt és monotonitasi kapcsolatot lathatjuk.
Az abrazolt fuggvények: a(x) =1log, x, b(x) =log; X, c(x) =log, x, d(x) =log, x.
2 3



A g) tulajdonsag igazolasa:
Mivel az f(x) =log, X és g(x) =log, x fliggvények értelmezési tartomanya a pozitiv valos
a
szamok halmaza, az X tengelyre vonatkozé szimmetridhoz azt kell igazolnunk, hogy minden
pozitiv Xx-re —f(x) = g(x), azaz —log, x =log, Xx.
a

log, x log, x
Mivel —log, x=—-—23—=——2—=log, X, az allitast belattuk.

log, a -1 =~

a

Hasonldan konnyen igazolhato példaul a h) tulajdonsag is, ha a logaritmusokat k6z6s alapra
hozzuk.

a

6. Az exponencialis és a logaritmusfiiggvény

A logaritmus definici6jabol kovetkezik, hogy az a alapt exponencidlis és az a alapu logarit-
musfiiggvény egymads inverze.

Az 4bran lathato inverz fiiggvényparok: a(x) = log,x és c(x) = 2%, valamint b(x) = log, x és
2

X
d(x) = (%) . Feltiintettiik viszonyitasként szaggatott vonallal az f(x) = x fliggvény egyenesét

1s, amelyre az inverz fiiggvénygorbeék tiikros helyzetiiek.



7. Néhany matematikai és matematikan Kiviili alkalmazasi teriilet

» A hatvanyozas és a logaritmus miiveletét €s azonossagait felhasznalva sokszor bonyolult-
nak tind kifejezéseket egyszeriibb alakra lehet hozni. A zsebszamoldgépek megjelenése
eloétt bonyolult kifejezéseket, nagy szamokat a logaritmusuk segitségével (ezek Osszeada-
saval) szoroztak Ossze. Ezen az elven miikodott a mara mar elavult logarlée, de a fiigg-
vénytablazatokban még most is nagy mennyiségli logaritmustablazat van.

» Egy tipikus gyakorlati alkalmazassal talalkozunk a zsebszamologépek hasznalatakor.
A gépeken altalaban csak <In> vagy <lg> billentyiik talalhatok, igy amikor mas alapu lo-
garitmus értékét kell kiszdmitanunk, akkor a logaritmus 4. azonossagat hivjuk segitségiil.
Pl.: log,3= lg3 :

Ig2

» Aznpozitiv egész szam szamjegyeinek szamat az [Ig n] + 1 képlet allitja eld, amit a szam
normélalakjanak segitségével konnyen igazolhatunk. Ha n=a-10% alaku, akkor
lgn=Iga+k, ésitt 0 <lga <1, mert a mantisszara 1 <a < 10.

n
» Sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezik a nevezetes (1+ i) sorozat, melynek hatarér-
n

téke e =~ 2,71828, a természetes alapu logaritmus alapszdma.

> AZ X 1 fliggvény primitiv fiiggvénye x — In x. Ha példaul 0 <a < b, akkor
X

51

I—dx:[lnx]gzlnb—lna.
X

a

» A logaritmusos skalak az egyszeriibb és szemléletesebb grafikus adbrazolast segitik. Az
exponencialis fiiggvény altalaban kényelmetlentiil abrazolhat6 az (X; y) derékszogli koor-
dinata-rendszerben, mert kis Ax valtozasokra gyakran nagy Ay valtozasokat kapunk ered-

ményiil. Ezért az y értéktengely 1éptékét az 1, 2, 3, ... linearis skéla helyett a 101, 102, 10%,
... beosztasra modositjak, ezen a grafikonon pl. az X 10" fiiggvény képe mar (egy ké-

nyelmesen dbrazolhato) egyenes. Hasonldan jarhatunk el a logaritmusfiiggvény esetében,
ekkor az x tengely beosztasa lehet pl. 10, 102, 103, ... Ekkor az y = Ig x fiiggvénykapcso-

lat képe lesz egyenes.

» Egy tipikus logaritmusos skala a Richter-skala, amelyen a foldrengések erdsségét (mag-
nitadgjat) mérik. Ezt ugy allapitjdk meg, hogy ha a foldrengéstdl 100 km-es tavolsagban a
szeizmograf mutatojanak (elvi) kilengése 10X mikrométer, akkor a foldrengés ,,a Richter-
skalan k-as erésségii”. (Altaldban a skala a 100 km-es tavolsdgban, mikrométerben mért
maximalis amplitddo logaritmusat jelzi.)

> Egyes természeti és tarsadalmi folyamatok bizonyos hatarok kozott jol modellezhetok
exponencialis fliggvénnyel. Ha pl. egy populacio kezdeti egyedszdma E, és a generacion-
kénti szaporodasi és haldlozasi aranyt s, illetve h jelenti, akkor az n-edik generacio egyed-
szdma E-(s-h)" — feltéve, hogy a novekedést szabalyozo egyéb tényezdktdl eltekintiink
(,,exponencialis népességrobbanas”).

> Tipikus szaporodasi folyamatot ir le a radioaktiv bomlas M (t) = M (0)-e ™ képlete.

(T = InTZ a felezési id6.)

» Kozgazdasagi alkalmazasok a kiilonb6z6 banki pénziigyi miiveletek végzése: kamatos
kamat vagy éves torlesztorészlet szamitasa, éven beliili tokésitések stb. (Folyamatos toké-
sités esetén raismerhetiink a természetes logaritmus alapszaméat megado sorozatra.)



» A fizikai és kémiai alkalmazasok korében is nagyon gyakori az exponencialis-logaritmu-
sos fiiggvénykapcsolat, ezt egész sor dsszefliggés mutatja. Néhanyat ezek koziil kozépis-
kolaban is érinthetiink, ilyen példaul a folyadékok pH értékének a meghatarozasa, a 1ég-
nyomasra vonatkozo barométeres magassagformula, a gadzok altal allandé hdmérsékleten
végzett munka, a Newton-féle lehtilési torvény vagy a hangintenzitast megadd formula.
(Ez utobbi képlet — és még sok hasonld — alapja a természetben mindenfajta érzetre koze-
litéen érvényes Fechner—Weber-féle pszichofizikai alaptorvény. Eszerint az érzet er6ssége
altalaban az inger logaritmusaval aranyos.)

Néhany matematikatorténeti vonatkozas (2017-t61 része a szobeli vizsganak):

» A XVI. szazad folyaman a gazdasagi élet és a csillagaszat fejlodése egyre tobbszor kivanta
meg nagy szamokkal torténd miivelet elvégzését. Ezekre matematikusok tébb kiilonb6zo
modszert hasznaltak, melyek koziil a leghasznosabbnak a logaritmustabldzatok bizonyul-
tak. Ezek segitségével nagy szamok szorzasat a joval konnyebben elvégezhetd Gssze-
adasra lehetett egyszerisiteni. Egy kicsit leegyszertisitve képzeljiik el, hogy 6ssze kell szo-
roznunk a 8-at a 32-vel. Ehhez van egy tablazatunk, amely minden szam esetében tartal-
mazza, hogy az adott szdm 2-nek hanyadik hatvanya. Mivel 8=2° és 32=2°, igy
8.32=2°.2°=2%, azaz csak azt kell megnézniink a tablazatban, hogy a 2-nek mennyi a
8. hatvéanya, igy kapjuk, hogy a szorzat 256. Vagyis a 8 és a 32 Osszeszorzasa helyett a
3 és az 5 Osszeadasat kellett elvégezniink.

» Logaritmustablazatokat készitett tobbek kozott Stevin (holland matematikus, 1548-
1620), Biirgi (svajci orasmester, 1552-1632), Napier (skot matematikus, 1550-1617),
Briggs (angol matematikus, 1561-1630).

» A logarlécek egészen az elektronikus szamologépek megjelenéséig (vagyis az 1960-as
évekig) segitették a szamitasok elvégzését.

8. Feladat

Oldja meg a kovetkez6 egyenlétlenséget: log, (x+2)+log,(8—X) <log,(x+4).

Megoldas:
A logaritmusok argumentuma pozitiv, igy X +2>0; 8 —x>0¢ésx+4 >0,
egyiittesen —2 < X < 8. 1 pont
log,(x+2)+log,(8—x)=1log,(x+2)8-X)= Iog4(—x2 +6x+16), 1 pont
log, (x+4) 2 2
log, (x+4) :Iog—z =2-log,(x+4)=log,(x+4)° =log,(x* +8x+16). 2 pont
4

A 4-es alapii logaritmusfiiggvény szigortan monoton né, igy — x? +6x+16 < x? +8x+16,
rendezés utan 0 < 2x? + 2X . 1 pont

A masodfoku kifejezés képe ,,felfelé nyitott™ parabola,

zérushelyei x;, =—1 és x, =0, 1 pont
igy a masodfoku egyenldtlenség megoldasa X < -1 vagy 0 < X. 1 pont
Osszevetve az alapfeltétellel, —2 < x < —1 vagy 0 < x < 8 adodik eredményiil. 1 pont



A hasonlosag fogalma és alkalmazasai
haromszogekre vonatkozo tételek bizonyitasaban.

1. A kozéppontos hasonlosag értelmezése

A hasonlosag a sik vagy a tér pontjain értelmezett geometriai transzformacio. A transzformacio
Osszetett, ezért eloszor a kozéppontos hasonlosagi transzformaciot értelmezzik.
Adott egy O pont és egy A = 0 valos szam. A sik vagy tér tetsz6leges P pontjahoz a kovetkezo
modon rendeljiik a képét:
» haP =0, akkor a P pont képe 6nmaga, P’ =P (= 0);
» haP =0, akkor a P pont képe az OP egyenesnek az a P’ pontja, amelyre O_IF; = | x| ,
azaz OP’ hossza | A|-szorosa az OP szakasz hosszénak.

Ha X > 0, akkor a P’ pont az OP félegyenesen van, azaz az O ponttdl P-vel azonos iranyban
mérjiik fel P’-t;
mig ha A <0, akkor P’ és P az O ponttdl ellentétes iranyban vannak.

Definicié: A fenti mdédon megadott geometriai transzformaciot koézéppontos hasonlosagi
transzformacionak, vagy réviden kozéppontos hasonlésagnak nevezziik.
Az O pont a hasonlosag kozéppontja vagy centruma, A a kdzéppontos hasonlosag aranya.

Példak:

A kozéppontos hasonlosagot
» ha |7u| < 1, akkor Kicsinyitésnek,

» ha |7u| > 1, akkor nagyitasnak mondjuk.

Specialis értékek a A =1 és L =—1. Az els6 esetben a transzformacid helybenhagyas (identitas),
a masodik esetben kdzéppontos tiikkrozés. (A kozéppontos hasonlosag tehat |X| = 1 esetben

egybevagdsagi transzformaciova valik.)

2. A kozéppontos hasonlosagi transzformacio tulajdonsagai
Néhany fontosabb tulajdonsag:

a) A kozéppontos hasonlésag kozéppontja fixpont.

b) Ha egy egyenes atmegy a hasonldsag centruman, akkor képe dnmaga (invarians egyenes).
C) A centrumon at nem halado egyenes képe az eredetivel parhuzamos egyenes.

d) A k6zéppontos hasonlosag szogtarto.

e) Kozéppontos hasonldésagnal minden szakasz képe az eredeti szakasznak |k | -sZorosa.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a kozéppontos hasonlésag ardnytarté transzformacio.
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3. A hasonlosag értelmezése

Definicio: Hasonlosagi transzformacionak nevezziik azt a transzforméaciot, amelyet egy
egybevagosagi transzformacid és egy kozéppontos hasonlosdg egymas utani alkalmazasaval
(szorzataval) adunk meg.

A hasonlosag tehat a sik vagy a tér pontjain értelmezett geometriai transzformacio.

Barmely hasonldsagi transzformaciét megadhatunk ugy, hogy megadunk egy kozéppontos
hasonldsagot és egy egybevagdsagi transzformaciot, valamint ezek végrehajtasanak a sorrend-
jét.

A hasonlésagi transzformacidoban szereplé kozéppontos hasonlosdg aranyat a hasonlosdagi
transzformdcio ardnydanak nevezziik.

4. A hasonlosag tulajdonsagai

Az egybevagodsagi transzformaciod definicid szerint tavolsagtartd. Ebbdl és az egybevagdsag
tobbi tulajdonsagabol, valamint a kozéppontos hasonlosag tulajdonsagaibdl igazolhatdk a
hasonlosag tulajdonsagai.

Néhany fontosabb tulajdonsag:

a) Egyenes képe egyenes; a hasonlosag egyenestarto.
b) A hasonloésagi transzformacio szdgtarto.

) Minden szakasz képe az eredeti szakasznak |7» | -szorosa; a hasonldsag ardnytarto.

(A c) tulajdonsag megforditasa is igaz: ha egy transzformécié minden szakasz hosszusagat
| I8 | -szorosara valtoztatja, akkor az egy hasonldsagi transzformacio.)

A hasonlosag jele: ~.

5. Alakzatok hasonlosaga

A feladatmegoldéasok soran gyakran van sziikségilink a hasonlo6 alakzatok felismerésére.

Definicio: Két alakzat hasonlo, ha van olyan hasonldsagi transzformécio, amely egyiket a ma-
sikba viszi.

A hasonlosagi transzforméci6 néhany tovabbi tulajdonsagat is megfogalmazhatjuk:

d) Barmely alakzat hasonlé énmagahoz. (A helybenhagyas is hasonldsagi transzformacio.)
Jelolésekkel: barmely A alakzatra A ~ A.

e) A hasonlosag szimmetrikus relacio: ha az A, B alakzatokra A ~ B, akkor B ~ A is teljesiil.

f) A hasonlosag tranzitiv relacio: ha az A, B, C alakzatokra A ~ B és B ~ C, akkor A~ C is
teljestil.

Két alakzat bizonyos adatainak ismeretében sokszor egyszeriibben eldonthetjiik, hogy a két
alakzat hasonl6-e. Példaul haromszogek esetén — csakligy, mint az egybevagdsagi kritériumok
felallitasakor — hasonlosagi alapeseteket fogalmazhatunk meg.
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5.1. Haromszogek hasonlosaga

(hasonlosagi kritériumok)

Allitas: Két haromszog hasonld, ha

1. oldalaik ardnya egyenld;

2. egy-egy szogik s az ezt kozrefogd oldalaik ardnya egyenld;

3. két-két szogiik paronként egyenld;

4. két-két oldaluk aranya és e két-két oldal koziil a nagyobbikkal szemkozt 1évo szogiik
egyenld.

Ezek a kritériumok a haromszdgek hasonlosaganak elégséges feltételei. (Ha 1-4. koziil valame-
lyik feltétel teljesiil, akkor a tobbi is.) Ekkor a két haromszog hasonlo, azaz a megfelel6 szogeik
egyenlok, és minden megfeleld szakaszuk aranya megegyezik.

Specidlisan:

» két szabalyos haromszog mindig hasonlo;

» két egyenld szari haromszog hasonlo, ha egy megfeleld szogiik egyenlo;

» két derékszogli haromszog hasonlo, ha egy-egy hegyesszogiik megegyezik.

(A megfelel oldalak aranyanak egyezését kétféleképpen is értjiik: ha ABC és 4’B’C’ hasonld

AB _AB' ( AB _ AC svarint felirhato.)

haromszogek, akkor = és
AC AC AB' AC

5.2. Sokszogek hasonlésaga

Példaul a haromszdgekre vonatkozé 3. kritérium szerint két haromszog hasonld, ha a szogeik
egyenlok. Sokszogek esetében nem tudunk ilyen egyszeri hasonlosagi feltételeket
megallapitani.

A B’ B

Az abran 1évé ABCD négyszog BC oldalaval parhuzamos B’C’. Lathatd, hogy az ABCD és
ABC’D’ négyszog szogei megegyeznek, de nem lehetnek hasonlok, hiszen a megfeleld oldalak
aranya nem egyenld. Sokszdgek hasonlosdgara viszonylag egyszeriiek az alabbi kritériumok,
bar ,,gyengébb” feltételek is megadhatok:

Két sokszog hasonlo, ha az alabbi feltételek egyike teljesiil:
» megfeleld oldalaik és megfeleld atloik hosszanak aranya egyenlo;

vagy
» megfelel6 oldalaik aranya egyenld, és megfeleld szogeik paronként egyenlok.

Specialisan:
» két szabalyos n-sz6g mindig hasonl6 (azaz két négyzet is mindig hasonlo);
» ¢és két téglalap altalaban nem hasonl6 (csak ha a két szomszédos oldaluk aranya megegye-
zik).



5.3. Egyéb alakzatok hasonlosaga

Két kor mindig hasonld. (Egybevagosagi transzformacidval a két kor koncentrikus korokbe
vihetd at, amik mar kozéppontosan hasonloak.) S6t ha a két kér nem koncentrikus, akkor két
(Gn. kiilso6 €s belsd) hasonlosagi pontjuk is van.

Barmely két gdmb is hasonlo.

Két kocka is mindig hasonlo.

6. A hasonlosag alkalmazasai haromszogekre vonatkozo tételek
bizonyitasaban

6.1. A haromszog kozépvonala

Hasonlésag segitségével nagyon egyszeriien igazolhatd a haromszdgek kdzépvonalara vonat-
koz6 Osszefiiggés.

Tétel: A haromszog kozépvonala parhuzamos a megfelel6 oldallal, és feleolyan hosszq.

Bizonyitas: Az abra szerint jel6lje D és E az ABC haromszog AB, illetve AC oldalanak a fele-
zOpontjat. Igazolandd, hogy a DE kdzépvonal és a BC oldal parhuzamos, valamint hogy
2-DE =BC.

Alkalmazzunk egy A kozépponti, A = 2 aranyu kozéppontos hasonlosagi transzformaciot!
Ennek soran D képe B, E képe C lesz, azaz a DE szakasz képe BC. A kozéppontos hasonlosag
tulajdonsagaibol kovetkezik a targy- és képszakasz (DE és BC) parhuzamossaga, valamint az

is, hogy BC = | ?»|- DE =2 DE; igy az allitast igazoltuk.

A haromszog masik két kozépvonalara is hasonld6 mdodon igazolhat6 az 6sszefliggés.

A kozépvonal-tulajdonsag egy érdekes kovetkezménye a haromszog stlyvonalaira vonatkozo
tétel.

A BE ¢s CD sulyvonalak metszéspontjat jeldlje S; ekkor a BSC és ESD haromszogek hasonlok
(szogeik megegyeznek), a hasonlosagi arany A = 2. Ezért BS = 2-SE és CS = 2.SD. Ebbdl pedig
mar igazolhato, hogy a haromszog stilyvonalai egy ponton mennek at, és egymast kdlcsdndsen
harmadoljék.
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6.2. Derékszogii haromszogre vonatkozo tételek

A derékszogl haromszogekben kimondhatdo magassagtétel ¢s befogdtétel bizonyitasa azon az
észrevételen alapul, hogy a derékszogli haromszog atfogodjahoz tartozd magassaga két hasonlo
részharomszogre bontja az eredeti haromszoget.

A c
Alkalmazzuk az dbra szerinti hagyomanyos bettizést: ACBZ =90°, CD=m; AD=q¢ésBD =p

a megfeleld vetiiletek hosszai.

Ekkor CADZ = o = BCDZ, mert mindkettonek a potszoge . Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
ABCA ~ ACDA ~ CBDA, mert a megfelel6 szogek egyenldk.

Tétel (magassagtétel): Derékszogl haromszogben az atfogdhoz tartozé magassag mértani

kozepe a befogok atfogora esd merdleges vetiiletének. Képlettel: m =,/ pq .

Bizonyitas: Az ADC és CDB haromszogek hasonlosaga miatt % = % , a szakaszok hosz-
szaval felirva m_ £ Ebbdl atrendezéssel és gyokvondassal kovetkezik a tétel allitasa.
q m

Tétel (befogotétel): Derékszogli haromszdgben a befogd mértani kozepe az atfogénak és a
befogd atfogora esd merdleges vetliletének. Képlettel: a =,/pc és b= \/E .

Bizonyitas: Az ACB ¢és CDB haromszogek hasonlosaga miatt I;—i = % , a szakaszok hossza-

P

val felirva — = — . Ebbdl atrendezéssel és gyokvonassal kovetkezik a tétel allitasa.
C a

Az ADC héromszdg felhasznalasaval hasonloan igazolhaté a b = /qc allitas is.
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6.3. Szogfelezotétel

Tétel: A haromszog belso szogfelezdje a szemkozti oldalt a szoget kozrefogd oldalak aranya-
ban osztja két részre.

Bizonyitas: Jelolje D az ABC hiaromszdg A-bol huzott szogfelezdje és a BC oldal metszéspont-
jat. Hazzunk parhuzamost C-n keresztiil AD-vel és A-n keresztiil BC-vel, igy az abran lathato
E és F metszéspontokat kapjuk.

BDA ¢és AEF haromszogek hasonlok, mert szogeik egyenldk. (Példaul BADZ = AFEZ

i
2

parhuzamos szarua, egyallasu hegyesszogek). ACEZ = 3 szintén, mert ACE £ és DAC Z valto-
szogek; ebbdl pedig AF = AC kovetkezik. Végiil DC = AE, mert DCEA paralelogramma.

BD BD BA BA
DC AE AF AC’

A BDA ¢és AEF haromszogek hasonldsagat felhasznalva
¢és az egyenlOséglanc két széle éppen a bizonyitando allitas.

A masik két szogfelezére hasonldan igazolhato a tétel.

Megjegyzés: Hasonl6 tétel igaz a kiilsé szogfelezok esetén is.
Ha az A csticsbdl huzott kiilsé szogfelez6 G-ben metszi a BC oldalt (AB = AC), akkor igazol-
hato, hogy aC = i—é , €z az Osszefliggés pedig formalisan megegyezik a belsd szogfelezotétel

BD = BA képletével. (A bizonyitas hasonlo mddon torténhet.)

DC AC
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6.4. Hasonlo alakzatok Keriiletének, teriiletének, térfogatanak aranya

Tétel: Haaz S és S’ sokszogek hasonlok, és a hasonldsag aranya A (tehat S’ oldalai S oldalainak
| \.|-szorosai), akkor

> asokszdgek keriiletének aranya k? =|Al;

» asokszogek teriiletének aranya t? = | A |2 .

(A kertiletre vonatkoz6 0sszefiiggés nyilvanval6. Haromszogekre a teriileti 6sszefliggés kony-
nyen igazolhato, hiszen a képharomszog egyik oldala és a hozza tartozé magassag egyarant | 7»|

-szorosra valtozott. A sokszogekre vonatkozo tétel pedig a sokszogek haromszogekre valo fel-
bontasaval igazolhato.)
A tétel altalanosithat6 tetszoleges sikidomokra, és bizonyos értelemben térbeli testekre is.

Tétel: Ha a P és P’ testek hasonlok, és a hasonldsag ardnya A (tehat P’ megfeleld linearis jel-
lemz6i P jellemzdinek |A |-szorosai), akkor

» atestek linearis méreteinek (pl. €lek vagy lapok keriilete) aranya |7»| ;

» atestek feliiletének aranya % = | A |2 ;

» atestek térfogatanak aranya % = | A |3.

7. Matematikai és matematikan Kiviili alkalmazasok

A hasonldsag a geometria egyes részteriiletein és a mindennapi életben is viszonylag gyakran
hasznalt transzformacid. Az alabbiakban néhany példat sorolunk fel.

» A geometriai szerkesztések egy kiilon fejezetét alkotjak a hasonlosagi szerkesztések. (Egy
kiragadott példa: a kordk kiils6 és belsd hasonldsagi pontjainak szerkesztése.)

» A parhuzamos szelok tétele fontos Osszefiiggés, ennek hatterében is hasonlosagi transz-
formacié huzodik meg. Ezen beliil egy tipikus alkalmazés a negyedik aranyos szerkesz-

p . a X . N reog g
tése. Ennek soran az PR Osszefliggésbol, az adott a, b, ¢ szakaszok segitségével az
c

ismeretlen x szakaszt szerkesztjiilk meg.

> Altalanos iskolaban is tanult fontos szerkesztés a szakasz adott aranyi részekre valé
felosztasa.

» Néhany jol hasznalhatd, a hasonldsag segitségével bizonyithato tétel: a korhdz hiuzott sze-
16szakaszok tétele (kiils6 és belsé pontbol), a haromszogek teriiletét megadd Héron-for-
mula, a csonkagula és a csonkakup térfogatképlete, vagy a hurnégyszdgekre vonatkozé
Ptolemaiosz-tétel (ez utdbbi kiegészité anyag).

» Egy érdekesség: a magassagtétel vagy a befogotétel (vagy a szeldszakaszok tétele) segit-
ségével megszerkeszthetd adott szakasz négyzetgyoke.

» Atrigonometria témakore, a szogfiiggvények algebrai és geometriai alkalmazasa a derék-
sz0gl haromszogek hasonlosagara épiil.
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Matematikan kivili alkalmazasokat is boven talalunk.

» Az emberi szem, az optikai eszk6zok (fényképezdgép, tavesd, mikroszkop) képalkotasa a
hasonlosag elvén alapul. (Jorészt ezzel foglalkozik a fizikanak az Gin. geometriai optika
aga.)

» A képalkotassal kapcsolatos kicsinyités és nagyitds megjelenik a képzomiivészetben
(festészet, fényképészet) és az épitészetben is. (Pl. templomok kiilonb6zé méretli, de ha-
sonld rozsaablakainak tervezése.)

» Tipikus hasonlésagi alkalmazas a térképészet, illetve ennek térbeli megfeleldje, a model-
lezés, makettek készitése.

» Végil egy szép irodalmi (szépirodalmi) alkalmazas a Gulliver-torténetek. Ezekben Jonat-
han Swift angol ir6 a 12-es valtdszamot alkalmazza (Gulliver példaul 12-szer nagyobb,
mint a liliputiak). Swift a hasonlésdggal kapcsolatos szamitasait precizen végezte. Jo ko-
zelitéssel az ¢élelmiszer mennyisége a test térfogataval aranyos, igy egy-egy étkezéskor
Gulliver 123 = 1728 liliputi adagot kapott; mig a ruh4zatanak szdvete — amely a test felii-
letével aranyos — 122 = 144 liliputi ruhajanak felelt meg.

Néhany matematikatorténeti vonatkozas (2017-t61 része a szobeli vizsganak):

» A hasonlésag fogalmat mar az 6kori babiléniaiak is ismerték, a rank maradt irdsos emlé-
kek kozott szerepelt olyan tétel, mely szerint, ha két haromszog szogei megegyeznek, akkor
a megfeleld oldalak aranya megegyezik.

» A hasonlosag fogalmat az ékori gorog matematikusok is hasznaltak, amikor épiiletek
magassagat vagy akar a Nap és a Hold sugardnak az ardnyat meghataroztak.

» Eukleidész (Kr.e. 300 koriil) Elemek cimii alapveté miivében az V. és a VI. konyv foglal-
kozik az aranyelmélettel, igy a hasonlosaggal is. Ezekben a konyvekben szinte teljes egé-
szé€ben szerepelnek a mai kozépiskolai matematika-tananyag hasonlosaggal kapcsolatos
tételei, ismeretei.
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8. Feladat

Az ABC haromszogben AB = AC =13 cm, BC = 10 cm. Szamitsa ki, hogy a B cstcsbol huzott
magassagvonal mekkora részekre osztja az A cstcsbol hiizott magassagvonalat és az AC oldalt!
Eredményiil pontos értéket adjon meg!

Megoldas:

Jelolje E a B-bdl, illetve F az A-bol huzott magassagok talppontjait, és D a két magassag met-
széspontjat (abra). BF =5 cm, mert ABC egyenld szarq,

igy a Pitagorasz-tételbdl AF = 1132 =52 =12 (cm).

1 pont

1 pont

Az AFB, BEC ¢és BFD derékszogli haromszogek hasonldoak, mert egy-egy hegyesszogik az
ABC haromszog fél szarszogével egyezik meg.

BF_5 _
FA 12
BF_5_
BA 13

E=E, innen DF =§ és AD=12—§=g.
FB 5 12 12 12
CE CE 50 50 119

—,innen CE=— ¢és AE=13—-—="+

BC 10 13 13 13
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Kombinatorika. Binomialis tétel. Grafok.

1. Kombinatorika

A kombinatorika véges sok dolog sorba rendezésével, kivalasztasaval, valamint kiilonb6z6 fel-
tételekhez kotott 0sszeszamlalasi problémakkal foglalkozik.

Hérom tipusfeladatot kell els6sorban megemliteni:
» asorba rendezést (permutacio),
» akivalasztast (kombinacio),
» akivalasztas utani sorba rendezést (variacio).

Permutacio

Ismétlés nélkiili permutacio

crer

crer

(nt=1-2-...-n; 0! =1).

Példa: Hany otjegyli szamot készithetiink a 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyek felhasznaldsdval, ha a
szamjegyek egy szamon beliil nem ismétlédhetnek?
Valasz: 5!.

Ismétléses permutacio

Tétel: Ha az n elem kozott van néhany azonos (K: , ko, ... km darab, ki + ko+ _ + ks =n),

Pk kn) _ n!
A _
KK 1k

ey

Példa: Hany kilencjegyii szamot készithetiink a 2, 2, 2, 2, 5, 5, 8, 8, 8 szamjegyek felhaszna-
lasaval?
ol

4213

Valasz:

Ciklikus permutacio

Definicio: Ha az n kiilonboz6 elemet sorba rendezziik egy ,,kor” mentén, tehat nincsen elsé és

crer

Két ciklikus permutdcio azonos, ha (az iranyitast is figyelembe véve) barmely elemnek mindkét
permutacidoban ugyanazok az elemek a szomszédjai.

crer

Példa: Hanyféleképpen {ilhet le egy 6ttagu csalad egy kor alaku asztal koré. (Két iilésrend kii-
16nb6z06, ha van olyan ember, akinek nem ugyanazok a szomszédjai.)

Vilasz: (5 —1)! = 24-féleképpen.
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Kombinacio
Ismétlés nélkiili kombinacio

Definicié: Ha n kiilonb6z6 elem koziil k darabot valasztunk ki tgy, hogy a kivalasztott elemek
sorrendje nem szamit, akkor ezt a kivalasztast az n elem egy k-ad osztalyu ismétlés nélkiili
kombinaciojanak hivjuk.

Ezt az eljarast tekinthetjiik tigy is, hogy egy n elemii hamaz egy k elemii részhalmazat valasztjuk
Ki.

n
Egy n-elemi halmaz k-elemii részhalmazainak szamat az (kj szimbolummal jel6ljik.
(0<k<n;k,neN)

Tétel: n elem Gsszes k-ad osztalya ismétlés nélkiili kombinacidinak szama:

c - ny n n-(n=1-.-(n-k+1)
"lk) ki n—k)! k! '

Példa: Ot cédulara felirjuk a 2, 3, 4, 6, 8 szamokat, és egy kalapbdl kihuzunk az 6t cédulabol
egyszerre harmat. Hanyféleképpen hizhatunk?

5 4.
Vilasz: = 543 =10-féleképpen.
3) 3-2-1

Ismétléses kombinacié (kiegészité anyag)
Definicio: Ha n kiilonb6z6 elem koziil k darabot valasztunk ki tigy, hogy a kivalasztott elemek

sorrendje nem szamit, €s ugyanazt az elemet akar tobbszor is valaszthatjuk, akkor ezt a kiva-
lasztast az n elem egy k-ad osztalyt ismétléses kombinaciojanak hivjuk.

. : n+k-1
Tétel: n elem Gsszes k-ad osztalyt ismétléses kombinacioinak szama: C; =£ ‘ j

Példa: Sok cédulank van, melyek mindegyikére egy-egy szdm van felirva, mégpedig a 2, 3, 4,
5, 6 szamok valamelyike. Mindegyik szam legaldbb harom cédulan szerepel. A céduladkat egy
kalapba tessziik, majd kihtizunk koziiliik egyszerre harmat. Hanyféle szamharmast kaphatunk?

5+3-1) 7.6-5
Valasz: 3 =321 35-féle szamharmast kaphatunk.
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Variacio
Ismétlés nélkiili variacio

Ha n kiilonb6z6 elem koziil k darabot valasztunk ki tgy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje

------

n!

Vo = (n—.k)! =n-(n-1)-...-.(n—k+1).

Példa: Hany haromjegyli szamot készithetiink a 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek felhasznalasaval, ha a
szamjegyek egy-egy haromjegyii szamon beliil nem ismétlddhetnek?
Valasz: 5 -4 -3 = 60.

Ismétléses variacio

Ha n kiilonb6z6 elem koziil k-szor kivalasztunk egy-egy elemet Gigy, hogy ugyanazt az elemet
akar tobbszor is valaszthatjuk, és a kivalasztott elemek sorrendje is szdmit, akkor ezt a kiva-

''''''

..... K

Példa: Hany haromjegyli szamot készithetiink a 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek felhasznalasaval, ha a
szamjegyek nem ismétlédhetnek egy haromjegyli szamon beliil?
Valasz: 5 -4 -3 =60.

2. Binomialis tétel

A tétel segitségével rendezett polinom alakban irhato fel egy kéttagu sszeg (binom) n-edik
hatvanya. A tételbdl kidertiil, hogy az (a+b)" kifejezés kifejtésében milyen tagok szerepelnek
¢és milyen egyiitthatokkal.

n n n n n
Tétel: (@+b)" =| [-a"+| [-a"Mb'+| _|-a"?b%+..+| [-a" b +..+| [-b".
0 1 2 k n

n
A tételben szerepld (k] alaku egyiitthatokat binomidlis egyiitthatoknak hivjuk.

Bizonyitas: (a+b)" =(a+b)-(a+b)-...-(a+b).

Bontsuk fel a jobb oldalon al16 n darab zaro6jelet. Minden zardjelbdl az 6sszes lehetséges modon
kivalasztunk egy-egy tagot és azokat Osszeszorozzuk. Minden szorzat n-tényezos.
A szorzatokat 6sszeadjuk. Vizsgaljuk meg, hanyféleképpen kaphatjuk meg pl. a k darab b-t és

n
(n— k) darab a-t tartalmaz6 szorzatot! A korabban elmondottak szerint ezt éppen (kj -féleképpen

kaphatjuk meg, hiszen az n zarojel koziil a sorrendre vald tekintet nélkiil valasztunk ki k darabot,
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, n
melyekbél a b-ket vessziik. Igy az altalanos, a"*b* szorzat egyiitthatoja (kj . Az allitast belat-

tuk.

A Pascal-haromszog a binomialis egyiitthatokbol all6 szamharomszog.

0 1 1 2) (2 2
A 0. sorban , az 1. sorban: és , a 2. sorban , és és igy tovabb.
0 0 1 0) 1 2
ny (n) (n n
Az n. sorban , , s e szerepel.
0) (1) \2 n

A Pascal-haromszog elsé néhany sora:

1 5 10 10 5 1

A binomialis tétel egyik specialis esete aza =1 és b = 1 eset.
Ekkor a binomidlis egyiitthatokbol all6 Pascal-haromszdg n-edik sordban allo tagjainak dssze-

gét kapjuk, ami ezek szerint 2".

n n n n n-1 q1 n n-2 42 n n-k qk n n
@+)"=| |-1"+| |14 AT+, |14+ |17, azaz
0 1 2 k n
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(nY) (n) (n n
2" = |+ | L+t .
0 1 2 n
A kapott 0sszefiiggés egyuttal megadja az n-elemii halmaz részhalmazainak a szdmat is.

A binomialis egyiitthatok két tovabbi tulajdonsaga:

n n . . . ) : . :
( =( , ami az is mutatja, hogy a Pascal-haromszog szimmetrikus, valamint
n

n n n+1
[ + ( = (k :J , ami tulajdonképpen a Pascal-haromszog 6sszeadasi tulajdonsaga.
+

3. Grafok

Bér a grafelmélet sziiletése a 18. szdzadra nyulik vissza és hagyoméanyosan Euler ,,konigsbergi
hidak” problémadja a kiinduldpont, a grafelmélet mégis modern tudoményteriilete a matemati-
kanak, fontosabb eredményei az elmult 100 évben sziilettek.

Grafokkal lehet szemléltetni példaul véges sok dolog kozotti kapcsolatokat. A dolgok mindsége
nem lényeges, a grafokkal alapvetden a kapcsolatokra, a struktarara, a szerkezet tulajdonsagaira
fokuszalunk.

Ha szeretnénk az ilyen strukturakat lerajzolni, akkor célszert a ,,dolgokat” pontokkal, a kozot-
tiikk fennallo ,,kapcsolatot™ 6sszekotd vonallal szemléltetni.

Definicio: A graf pontokbol (csticsokbol) és vonalakbol (élekbdl) all. Minden ¢l két (nem fel-
tétlentil kiilonb6zo) pontot kot dssze.

A graf tehat pontok és élek halmaza. Két pont akkor és csak akkor van dsszekdtve éllel, ha a
pontok altal modellezett objektumok kozott a vizsgalt kapcsolat all fenn.

Definicio: Ha két pontot tobb él is 6sszekot, akkor ezeket tobbszoros élnek nevezziik.

Definicié: Hurokélnek hivjuk azt az ¢élt, melynek kezdo- és vég-
pontja ugyanaz a pont.

tobbs zoros él

hurokél

Definicio: A graf olyan pontjat, melybdl nem indul ki él, izolalt
pontnak nevezziik.

Definicio: Egy véges grafot egyszerii grafnak neveziink, ha sem
hurokéle, sem tobbszoros €le nincsen.

L J
izolalt pont

, Definicio: A graf egy pontjanak fokszama a pontbol indulo élek
2 afokszama szAma

Tétel: A fokszamok Osszege az élek szdmanak kétszerese.
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Ezen tétel kovetkezményei:

Tétel: Minden grafban a fokszamok 6sszege paros szam.

Tétel: Minden grafban a paratlan fokszamt pontok szama paros.
Tétel: Minden egyszer(i grafban van két azonos fokszamu pont.

Bizonyitas: Jelolje a graf pontszamat n. A lehetséges fokszdmok 0, 1, 2, ..., n—1, ez n kiilon-
b6z6 lehetdség. Ha van a gratban n — 1 fokszamu pont, akkor ez a graf 6sszes tobbi pontjaval
Ossze van kotve, ezért 0 fokszamu pontja nem lehet a grafnak, tehat ez a két fokszam egyszerre
nem létezhet a grafban. igy, mivel az n pontnak csak (n — 1)-féle kiilonboz6 lehetséges fok-
szama van, a skatulya-elv miatt biztosan lesz a fokszamok kozott legalabb két egyforma.

Definicié: Egy graf osszefiiggé, ha barmely pontjabol barmely masik pontjaba élek mentén el
lehet jutni.

Definicio: Egy n-pontl egyszer(i graf teljes graf, ha barmely két pontjat ¢l koti dssze.

. . n(n-1
Tétel: Az n-pontu teljes graf éleinek szama g

(Ha a graf egyetlen pontbol all, akkor is teljes grafnak tekintjiik.)

Definicié: A G graf komplementere az a graf, amelynek pontjai megegyeznek G pontjaival,
¢s amelyben két pont pontosan akkor van 6sszekotve éllel, ha G-ben nincs 6sszekdtve.

Jele: G

-

nem dssze fiiggd graf teljes hatponti graf komplementer graf (szaggatott)

Definicio: Két graf izomorf, ha ponjaik és éleik kolcsondsen egyértelmiien és illeszkedéstar-
toan megfeleltethetok egymasnak.

Definicio: Sétanak nevezziik egy graf éleinek egymashoz kapcsolodo sorozatat.
Definicié: Ha az séta kezd6- és végpontja megegyezik, akkor korsétanak hivjuk.

Definicié: Utnak nevezziik az élek olyan egyméashoz kapcsolodo sorozatat, amely barmely pon-
ton legfeljebb egyszer halad at.

Definicié: Ha az 0t kezd6- és végpontja megegyezik, akkor (grafelméleti) kérnek hivjuk.

Definicio: Euler-sétanak nevezziik azt a sétat, amely a graf minden élén pontosan egyszer ha-
lad at.
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Definicié: Euler-korsétanak nevezziik azt a korsétat, amely a graf minden élén pontosan egy-
szer halad at. (Vagy: Ha az Euler-séta kezd6- és végpontja megegyezik, akkor Euler-korséta-
nak hivjuk.)

Tétel: Osszefiiggd grafban pontosan akkor létezik Euler-séta, ha a grafnak legfeljebb két parat-
lan fokszamu pontja van. (Az esetleges paratlan fokszamu pontok a séta kezd6- és végpontjaban
vannak.)

Tétel: Osszefiiggd grafban pontosan akkor 1étezik Euler-korséta,
ha a graf minden pontjanak a fokszama paros.

Definicié: Az 6sszefiiggo, egyszerli és kormentes grafot fagrafnak
vagy roviden fanak nevezziik.

Tétel: A fa barmely két csucsat egyetlen ut koti dssze.

Tétel: Az n-pontu fagraf éleinek szdma n — 1.

fagraf

4. Néhany alkalmazas

Kombinatorika

>

>
>
>

sorbarendezési, kivalasztasi, 6sszeszdmlalasi problémak megoldéasa
n elemii halmaz dsszes részhalmazainak szama 2"

binomialis tétel bizonyitasa

a klasszikus valosziniiségi modell hasznélata

Grafok

>

>

kozlekedési ttvonalak, elektromos haldzatok (chipek), munkafolyamatok gazdasagos ter-
vezese

tarsadalomtudomanyi felhasznalhatosag (pl. szociologia: szociometria, szociogram)

,»A szociometria a szocioldgianak az emberi kapcsolatok felmérésével foglalkozd aga.
Jacob L. Moreno pszichoterapeuta dolgozta ki azon tanulmanyaiban, melyek a tarsadalmi
szerkezetek és a pszichologiai jollét kozotti kapcsolatok kozotti dsszefliggésre iranyulnak.
A szociometrikus felmérések feltarjak a csoport rejtett szerkezetét. Moreno egyik Ujitasa
a szociogram feltalalasa volt, melyben egyes személyek képi pontokkal vannak abra-
zolva, és a személyek kozti kapcsolatok vonalakkal.”
(https://hu.wikipedia.org/wiki/Szociometria)

szociologusok vetteék észre, hogy hat ember kozo6tt mindig van harom, akik vagy mind is-
merik egymast, vagy koziiliik senki sem ismer senkit. Természetesen egy grafelméleti té-
telrdl van szo, amely a Ramsey-elmélet egyik kisméretii esete. A Ramsey-elméletet a mai
napig kutatjak, rengeteg megoldatlan kérdése van. Lényege, hogy a nagyméretii struktardk
(pl. grafok) tartalmaznak szabalyos részstrukturakat. Az emlitett ismeretségi példaban ez
az ismeretségi haromszog vagy nemismeretségi haromszog 1étezése, melyhez minimalisan
6 fore van sziikség.

térképek szinezése, négyszin-sejtés

A XIX. szdzad kozepén Francis Guthrie angol matematikus tette fel a kérdést: Legkevesebb
hany szin elegendd egy tetszéleges térkép kiszinezéséhez? Ugy tiint, hogy harom szin
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kevés, de négy szin elegendd, am Guthrie ezt a kérdést megoldani nem tudta. Még ebben
a szazadban bebizonyitottak, hogy 6t szin biztosan elegendd. Tobb mint 120 évig senki
sem tudta igazolni a négyszin-sejtést, de 1976-ban szamitogép segitségével sikeriilt bebi-
zonyitani, €s a sejtésbdl tétel lett. Ez volt az els6 alkalom, amikor szamitogép segitségével
igazoltak matematikai allitast (bar sokan vitattak ennek 1étjogosultsagat).

» informatikai strukturak (pl. meniirendszer — fa)

» ismeretségi lancok pl. a k6zosségi oldalakon:
Ha két embert véletlenszeriien kivalasztunk egy kozosségi oldalon, akkor atlagosan 4-5
hosszusagu ismeretségi lanccal 6sszekothetdek. Tehat Jamesnek van olyan ismerdse, aki-
nek van olyan ismerdse, akinek van olyan ismerdse, akinek van olyan ismerdse, aki ismeri
Chen-t.
(Kulturtorténeti érdekesség, hogy ,,a Foldon barmely két ember kozott 1étezik legfeljebb
hat hosszl ismeretségi lanc” észrevétel, mint logikai jaték eloszor Karinthy Frigyes: Lanc-
szemek c. irdsdban szerepel.)

Matematikatorténeti vonatkozasok (2017-t61 része a szobeli vizsganak)

» Blaise Pascal munkassaga: a Pascal-haromszog és tulajdonsagai

» Leonhard Euler: a konigsbergi hidak problémaja, a grafelmélet ,,sziiletése”

» Konig Dénes (az elsé tudomanyos grafelméleti konyv szerzdje, 1936),

» Erdés Pal
Az Erdés-szam grafja:
Grafunk csticspontjai legyenek a matematikusok, és két matematikust akkor kossiink
Ossze egy ¢llel, ha irtak k6zosen matematikai cikket. Az Erdds-szam egy nemnegativ
egész, amely azt mutatja, hogy az adott tudos milyen messze van ebben a grafban Erdds
Paltol. Erd6s Pal Erdds-szama 0. Azoknak 1 az Erdds-szama, akik irtak vele k6zos cik-
ket (a szomszédai ebben a grafban). Ha valaki nem publikalt cikket Erdds Pallal, de
olyannal igen, aki irt kozds cikket Erdds Pallal, akkor neki 2 az Erdds-szama.
Erdos-Szekeres-tétel (1935):
Barmely nk + 1 darab kiilonb6z6 szambol allo sorozatban van vagy egy n-nél hosszabb
csokkend részsorozat, vagy egy k-nal hosszabb novekvé részsorozat.
Erdos Pal - Rényi Alfréd - T. Sos Vera: Baratsag-tétel:
Ha egy véges graftban barmely két csucsnak pontosan egy kdzos szomszédja van, akkor
van olyan csucs, amelyik az dsszes tobbivel szomszédos.

» Lovasz Laszlé: az egyik leghiresebb €16 magyar matematikus. Wolf-dijas. A kombinato-

rika €s a szamitogéptudomany vilaghirti kutatdja. Tobbek kozott a nagyméretii grafok tu-
lajdonsagait vizsgalja. Ilyen példaul az internet graf.

5. Feladat

a) Harom hazaspar és egy baratjuk moziba megy. Jegyeik egy sorba, egymas mellé szdlnak.
Hanyféleképpen iilhetnek le a hét helyre, ha a baratjukon kiviil mindenki a hazastarsa mellett
szeretne Uilni?

b) Rajzoljon egy olyan hétponta egyszerti grafot, melynek legalabb 10 éle van, és nincs benne
harom hosszusagu kor.
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Megoldas:
a) Baratjuk csak az 1., 3., 5. vagy 7. székre lilhet. Csak igy marad paros sok szék
a hazasparoknak mindkét iranyban, maskiilonben nem tudnanak a feltételeknek

megfelelden leiilni. Ez 4 lehetdség. 2 pont

A harom hazaspar a harom fennmarado székparra 3! = 6 lehetséges sorrendben {ilhet le. 1 pont

Minden hazaspar kétféleképpen iilhet egymas mellé (férj-feleség, feleség-férj). 1 pont
Ha mar adott a hdzasparok sorrendje,

akkor a harom hazaspar esetében ez 2° =8 lehetéség, 1 pont
igy a megfelel6 sorrendek szama 4-3!-2° =192 . 1 pont
b) Megfelel6 graf rajza. (Akar 12 éle is lehet!) 2 pont

VANIAN
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