35. Mikola verseny 2. forduldjanak megoldasai
L. kategoria, Gimndzium 9. évfolyam

1)
a)
A kerék kosaranak sebessége legyen vy, az elhajitott kavicsok sebessége a kosarhoz képest v,
a talajra érkez6 kavicsok tavolsaga d, az esés ideje t.
d=@+v,)t+@-v,)t=2ut

2-(2R+y)
g

A kavicsok esési idejét kiszamolhatjuk: ¢ = =25

Igy a kavicsok kosarhoz viszonyitott kezdeti sebessége mar szamolhatd: v = o= 20 mfs.

b
ir)J'uk fel a két sebesség aranyat:
3 (L+u,) +0
2 v,y +o?
Ebbdl v§ =95 r:—zz
v,

A testek siillyedése kiszamolhatd: Ah = = 4,75 m, a talajtol val6 magassaga a két

2g
kavicsnak: h—Ah=1525m.

2)
Adatok: @=61/s, L =50 cm, D =50 N/m, m =2 kg.

A mozgas egy fiiggdleges sikmetszetét tekintjiik. A vizszintes sika egyenletes kormozgast
végz0 testre harom erd hat: mg nehézségi, K kényszererd, F, rugoéerd. Bontsuk fel a
kényszererdt és a rugoerdt is fiiggdleges és vizszintes komponensekre. A kényszererd mindkét

V2 . o V2

komponense - K nagysagu, a rugoerének mindkét komponense - F .

frjuk fel a dinamika alapegyenletét x-, és y-irAnyokban.

Y F, :O:QK:mg+£Fr
2

ZFx:m.acp: £F £K— 2. Q(L-I-AL)
2 2 2
, L \ , (V2
A két egyenletbdl kapjuk a kdvetkezot: \/E-Fr+mg:m-a) . 7-(L+AL)
ﬁ-DAL+mg=m.w2-(§-(L+AL)j



A rugo deformacidja kiszamolhato:

2
AL:L\/Egzyﬁ cm.
D
2——w
m

3)
Adatok: D =15cm, d =10 cm, ¢£=0,3, m = 0,003 kg.

a) A kartonlap gyorsulasa A, az érme gyorsulasaa = ug = 3 SEZ
Biztosan akkor sikertil a kisérlet, ha amig a karton elhagyja a pohdr szajat (azaz megtesz DTM utat),

az érme legfeljebb % utat tesz meg:

D+d A, d _a,
——==t%  —==t2
2 2°7 2 2
A két egyenletet osszuk el egymassal, igy az A gyorsulas kifejezhetd:
D+d m
= d a = 7, 5 S_Z

b) Minél nagyobb sebességgel pockoljiik meg a kartonlapot, annal hamarabb esik le rola a
pénzérme. A feladat a lehetd legkisebb kezddsebességet kérdezi. Naiv modon azt gondolhatjuk,
hogy a leheto legkisebb kezddsebesség esetén a pénzérme a pohar tilséd szélénél esik le tgy,
ahogy azt az a) részben leirtuk. Végezziik el a szamitast!

Az érme gyorsulésa a, a kartonlapé —a.

Kiszamolhatjuk az érme és a kartonlap kozotti kdlcsonhatas idejét:

d az:2 t d 0,1826
—_—= — - = _= .
272 PR

Ennyi id6 alatt a kartonlap altal megtett 1t:

D+d_ , at2
> = v, St

Ebbdl kifejezheto és kiszamolhato a kartonlap kezdésebessége:

Eredményiinket tigy ellendrizhetjiik, ha meghatarozzuk a pénzérme €s a kartonlap sebességét a
pohar talso szélénél:

m m
Upénz = at = 0,5477? s Vppp = Vg — at = 0,4108?.

Ellentmondasra jutottunk, mert a pénzérme nem mozoghat gyorsabban a kartonlapnal. Ugyanis
csak akkor tud leesni a pénzérme, ha a laphoz képest ,,hatrafelé” mozog. (Masrészt a pénzérme
sebessége nullarol fokozatosan nd, a lap sebessége meg csokken, tehat mieldtt az érme gyorsabb
lenne a lapnal, talalhatunk egy olyan pillanatot, amikor a kétféle sebesség megegyezik, és ettdl
kezdve megsziinik az érme elcsuszasa a lapon, ehelyett mindkét test dsszetapadva egyenletesen
mozog tovabb.)

Az ellentmondast ugy oldhatjuk fel, ha rajoviink, hogy a poharba esé pénzérme nem érheti el a
pohar tals6 peremét, hanem hamarabb leesik a laprél. Tegyiik fel, hogy a poharba esé pénzérme



maximalis elmozdulésa X, ahol x < % = 5 cm. A fentiekhez hasonl6 egyenleteket irhatunk fel,

azonban % helyére x-et kell irnunk:
a

x =—=t?
2

+D t atz
X+ —-=vot—=t°
27 % 2

ahol a masodik egyenletben X helyére beirhatjuk x-nek az elsé egyenletben szerepld kifejezését:

at2+D t atz t2 t+D 0
— — =7 —_— e a — — = VU
2t T TVt TS Vot T35

Masodfokt egyenletre jutottunk, amibdl a pockoléstol a pénzérme leeséséig tartd ido
kiszamithato:

Vo +A/v& — 2aD

bz = 2a

A pénzérme leesésének a feltétele az, hogy a leesés pillanataban a kartonlap sebessége legyen
nagyobb, mint pénzérme sebessége:
Viap = Vo — Al 2 Vpep, = at,
amibol a kdvetkezo relacié adodik:
vy = 2at.

Vegylik észre, hogy a méasodfoku egyenletbdl konnyen kifejezhetjiik a 2at szorzatot:

Vo = 2at;, = v, * /vg —2aD.

A reléci6 alapjan lathatjuk, hogy csak a gyok eldtti — jel ad megfeleld megoldast, tovabba az is
latszik, hogy a lehet6 legkisebb pdockolési sebességet a diszkriminans nulla értéke adja:

m
minv, = V2aD = 0,9487 ?

Ebbdl megkaphatjuk X maximalis értékét is:
a a vo\2 Ve
= _—¢t2 = — —0 = —0 =
maxx = 5 t 5 (Za) 8a 3,75 cm.

Latszolag arra jutottunk, hogy minél nagyobb sebességgel pockoliink, annal messzebb kovetkezik
be a pénzérme leesése. Ez azonban nincs igy. Ha a minimalisnal egyre nagyobb sebességgel
pockoliink, akkor a pénzérme leeséséig tartd id6 egyre rovidebb (t < :—Z), ezért a fenti szamitast
nem hasznalhatjuk. Ilyen esetekben numerikusan mindig meggy6zddhetiink arrdl, hogy a fenti
maximalis tdvolsagnal hamarabb esik le a pénzérme. Minél nagyobb a kartonlap kezddsebessége,
annal kevésbé tud a pénzérme felgyorsulni, és ezzel egyiitt annal kevésbé lassul le a kartonlap.

Megjegyzés: Az idore kapott masodfoku egyenletbdl kifejezhetjiik a kezddsebességet:
at® + % D

Vg = ——= =qat +—.
0 t 2t



Eszrevehetjiik, hogy az utolsd 6sszegben 16v6 két tag szorzata allandé (nem fiigg az id6t6)).
Hasznalhatjuk a szamtani és a mértani kozepekre érvényes relaciot:

D
vo_at+ﬂ> (at) <D>_ aD_,11 dé
> =~ = [ 2¢) = |7 = éllando.

Ismerjiik fel, hogy a bal oldal legkisebb értékét az adja, amikor a szamtani €s mértani kozépben
szereplo két tag egyenld:

D D D D
at==— - mint = |-— - minyy=at+—=2at=2a |;—=V2aD
2t 2a 2t 2a
m
= 0,9487?.

Meglepd, hogy a helyes végeredményt anélkiil is megkaptuk, hogy a pénzérme ¢€s a kartonlap
sebessége kozotti relaciot kihasznaltuk volna.

4)
Adatok: =30°, M =2kg,h=0,4m, m=0,5kg, £=0,4.

a)
Meg kell hatdroznunk az ¢k minimalis gyorsulasat, hogy kihtzva a kis test alol,
mindvégig (nyomas nélkiil) érintkezzen a kis testtel. (Ennél nagyobb gyorsulds esetén a
két test kozotti tavolsag nodvekszik.) Az ékre hat a sarlodéasi eré is, amelyet nem
befolyasol a kis test jelenléte.

Hatarozzuk meg eldszor az ¢k gyorsulasat! Az abra a folyamat kezdd- és
véghelyzetét mutatja. Jeldljik az €k lapjérrlnak hosszat /-lel!

/
a |

- g
A kis test utjanak hossza az id6 fiiggvényében
%gt2 =/sina. (1)
Az €k ugyanezen id6 alatt megtesz

%at2 =(cosa (2)

utat.
(2) osztva (1)-gyel:



Az ék mozgasegyenlete:
F-S=Ma,
részletezve, az ékre hato erd:
F=Ma+S=M -9+ Mg =Mg| —2+u|.
tgo tgo

Numerikus értéke:

F=2 kg-lomz( L +0,4]=42,64N.
s°{ tg30°

b)
frjuk fel a 0 kezd8sebességgel induld két test lendiiletének aranyat!
i_mv_mgt mg m g miga

| MV Mat Ma M g M

tgar
Szamértékileg:
T_0519307 1443
| 2
Innen
l=—' —6,928-i.
0,1443

Az ¢k lendiilete (4\/5) 6,928-szor nagyobb, mint a kis testé. (Ez az ardny a mozgés

minden pillanatdban fennall.)
1. kategoria, Gimndzium 10. évfolyam

1)
a)
Vizszintes ton a kifejtett erd: F = kv + Fys

alakban adhat6é meg, ahol k a levegé slrliségétdl, a test méretétdl és alakjatol fliggd allando,
F,s pedig a szintén allandonak tekinthetd gordiilési ellenallas.
A domboldalon felfelé, illetve lefelé:

F = kvi + Fjs + F,

F = kvi + F)s — F,
Itt K, = mgsina a nehézségi erd lejtével parhuzamos komponense.
A masodik ¢és a harmadik egyenlet 6sszegébdl kivonva az elsé egyenlet kétszeresét:

k(vi +v:—2v3) =0

vy = ’21712 —v2 = 26,5 km/h

b)



A teljesitmények aranya egyenld a sebességek aranyaval:
Pl:PZ:P3 = Fvl:FUZ:FU3 =V1:U:V3 = 2: 12,65

2)
a)
Az A ponthoz rogzitett hosszu fonal minden pontjaban ugyanakkora erd ébred, jeloljiik ennek
nagysagat F-fel! Az M tomegii teherbdl és a legalsd6 mozgdesigabodl allo rendszerre felirhatjuk
Newton II. torvényét:

(M +m)g —2F = (M + m)A4,

ahol a teher A gyorsulasanak iranyat lefelé valasztottuk pozitivnak. A B jelii mozgocsiga
mozgasegyenlete:

2F — F —mg = ma,

hiszen a csiga felfelé kezd gyorsulni (egyeldre még ismeretlen a gyorsuldssal). A B jeld csiga
a gyorsuldsa ¢és a teher A gyorsuldsa kozotti kapcsolatot a fonal alland6 hosszabol kovetkezo
kényszerfeltételbdl hatarozhatjuk meg. Ha a B jeli csiga kicsiny X tavolsdggal elmozdul
felfelé, akkor ennek kovetkeztében a teher x/2 tdvolsaggal keriil lejjebb, azaz a B jelii csiga
sebessége, €s igy gyorsuldsa is minden pillanatban kétszer akkora (és ellentétes iranyt1), mint
a teher gyorsulasa:

A=-.
2

A fenti harom egyenletbdl a teher keresett gyorsuldsa meghatarozhato:

M—-m

A=——
M+ 5m

9,

a fonalerd pedig:

_3M +3m

 M+5m mg.

b)

Az M > m hataresetben a gyorsulasra kapott kifejezésben m-et elhanyagolhatjuk M mellett,
igy a teher gyorsuldsara A = g adodik. A fonalban ekkor elhanyagolhatéan kicsiny (3mg) erd
¢bred (de nem lazul meg), a teher pedig (kozel) szabadeséssel elindul lefelé, a B jelii csiga
pedig kozelitéleg 29 gyorsulassal felfelé.

3)
a) Legyen a henger keresztmetszete A, a rugo direkcios ereje D! A rugd dsszenyomodasa:
V
=2.-0
Yo A

A rugodban téarolt energia:



W,=>Dy2=2D-2.
=5 Yo A2

A dugattyuk egyensulyabdl:

PoA=Dyj
V
A=D.2.--2
Po A
p_PoA”
2V,
D értékét az energia kifejezésébe beirva:
2 2
W, =2- PoA .V_O,
2V, A?

W, = pgVp =20 J.
b) Legyen a gazok kezdeti hdmérséklete Ty, a melegités utani nyomasuk p;, térfogatuk V! Az
egyesitett gaztorvénybdl és a dugattyik egyensulyi feltételébodl:
PoVo _ PV
TO 3TO

V
A=D.2.-1,
P A

P = Vi p
1 Vo 0-
Ezekbl: V; =+/3V,,

P, =3 py =+/3-10* Pa.




c)

A melegités utan a rugoban tarolt energia:

2 2
w, - Lpf 2000 | _sbvi.
2 A A
2
Hasznaljuk fel, hogy D = M :
2V,
.poAZ V2
6DV 2v, °
W, = AZO = Ag =3p,V, =601J.
4)
a)  Fs=pF=pu+/(EQcos45°)? + (mg)? = 0,025N.
b) 2 W = A Ein.,

0+D Al

E Q cos45° Al— u Fy Al — Al=0,-> Alpx=0,15m.

C) Vimax » DA Y.F =0,
E Q cos45°=D Al + u Fy, —» Al; =0,075m,
DAl =E Q cos45° + u Fy, » Al, =0,125m
x=0,05m.



lll. kategoria, Szakkozépiskola 9. évfolyam

1)

a)

A mobil vizszintes iranyban a sarkanyrepiilé v, kezddsebességével egyenletesen mozgott,
fliggblegesen szabadon esett. Becsapodasi sebességének vizszintes és fiiggdleges dsszetevoi
ezzel v, és gt. A szabalyos haromszog segitségével 2v, = 144 km/h = 40 m/s, vagyis
Vo =20 m/s = 72 km/h.

b)
§=\/§~vo,vagyis t:\/§-v—°:3,46$.

A szabalyos haromsz6g magassaga gt = 2v, -
8

Tehat 3,46 s-ig esett a mobil.

c)

A négyzetes uttérvény szerint A = 2t = 60 m magasan haladt a sarkanyrepiil.
gy y g yrep

N 0o

d)
Vizszintes iranyban a mobil s =uv, -¢ = 69,2 m-t tesz meg, légvonalban VA +s° =91,6 m-t.
Tehat 91,6 m-re van légvonalban a két hely egymastol.

2)
3 1
Adatok: ¢, =—¢,, u=—.
2= 4 H 6

A két testbol allo rendszer gyorsulasat a 16g6 testre hatd gravitacios erd és a cstiszo masikra hato
surlodasi erd szabja meg.

A rajzolt szituacidban: a, = mg—_,u]\lg
m+ M
Mo —
a felcseréléskor a, = Mg — pmg
M+m

2
1 1 (3
Az induléstol megtett utak egyenldk: > alt12 =3 a, [— tlj

Ebbdl a, = %az

mg—uMg 9 Mg—pmg

Azaz
m+ M 16 M+m
o _ 16 9
Egyszerisités és rendezés utan 16m — N M =9M - gm :
ebbol: % = E
m 2.



3)

a)

A deszka akkor ér leghamarabb az asztal széléhez, ha legnagyobb a gyorsulasa, vagyis, ha a deszka és
a hasab kozott a tapadasi erének éppen a maximalis értéke 1ép fel.

thaxI::uO" Fny':luol'ml' g =0,4N.

Ekozben a deszka az asztalon megcsuszik, vagyis az asztal altal a deszkara kifejtett tapadasi erd
lehetséges maximalis értéke kisebb, mint az elébb szamolt F, ', ez jelen esetben teljesiil is:

Fonax = 1o - Fy = 1ty -(M'+m)-g =0,3N.
Tehat a deszkara hato vizszintes eredo ero:
SF=F—F =#"m-g—u-(m+m)-g=0,25N.

tmax

SF _pp-m-g-p-(m'+m)-g
m m

Alkalmazzuk a hasabra a dinamika alapegyenletét:

F-F . =ma—>F=F_ +ma=0525N.

m
Innen a gyorsulés: a= =125—.
S

b)

A keresett id6tartam: s=—-t> = t=0,8s.

N

c)

A deszka tetszdleges hosszisagu lehet, hiszen a hasab nem csuszik meg rajta.
4)

a)

Az m tomegli test a nyugvo rendszerben a rud irdnyara merdlegesen
gyorsul, mert ebbe az irdnyba hat a rad altal kifejtett kényszererd. Legyen a
test nyugvo rendszerbeli gyorsuldsa aj, a radhoz viszonyitott gyorsulasa a,!
Az é&bra alapjan a radhoz viszonyitott gyorsulas:

a, =acosa.
Ezzel a gyorsuldssal mozog a radhoz képest, ezért a lecstiszas pillanataban:
L=
2 )
2L
t= =2s.
acoso

b) A dinamika alapegyenletébdl:
ma, = K,
|[K =masina ~014 N.




1V. kategoria, Szakkozépiskola 10. évfolyam

1)
Sulytalan csigasorral 1,67 N erdre lenne sziikség. Azért van nagyobb erdre sziikség, mert a
csigasor nem sulytalan.
Figyelembe kell venni, hogy az also testre hat6 er6k kozott
6F =mg + Mg

Mg
6?=mg+Mg

M
—=m=20,2kg
5
Az als6 mozgocsigasor tomege az also test tomegének 6todrésze.

A rogzitésnél fellépd erd:
7F +mg = F, =16 N

2)
A szogelforduldsok is, az utak (ivek) is ugy aranylanak egymdashoz, mint a paratlan szamok:
S, :S,:8,:5,=1:3:5:7.

Ez alapjén: s, ==-s,=7cm, s,=3-5,=21cm, s, =7-5 =49 cm.

1
5
a)

'(31+52+53+S4)=168cm, R=£z26,74 cm.

2
S +S,+5;+5,=—-K=K=
1 2 3 4 3 2

N W

b)
S =9-s, =63 cm. Az eddig megtett Gsszes ut:

(7 +21+35+49+63)cm =175 cm =168 cm + 7 cm. Ott lesz a test, ahol az 1. idGtartam
végén volt.

c)

A 2. és a 4. idOtartam kozott a test S; +S, =84 cm = 2 K utat tesz meg. A két sebesség

egymassal parhuzamos és ellentétes irany, valamint v, =2-v, .

3)
a)
A feltétel szerint Do — P1 = P2 — Po-
Gay-Lussac II. torvénye alapjan

b1 D2

T, T,
A két egyenletbdl:

py = Zp‘;,z = 92,7 kPa
1+ T,

A tartalyba tolthetd gdzmennyiség:



piVM
= =123
=R, £

b)
A tulnyomas: p; = p, —po = po — p1 = 7,3 kPa

4)

Egyensulyban a fonalakra filiggesztett golyokra hatdé eredd erd zérus. A harom golyo
kozéppontja egyazon fiiggdleges sikban helyezkedik el. A szimmetria miatt elegendd csak az
egyik golyora hato erdket vizsgalni. Ezek: az mg nehézségi erd, az Fqq elektromos erd, amit a
masik felfliggesztett test fejt ki, a harmadik az Fgq elektromos erd, amit a keresett toltés fejt
ki, végiil az F¢ fonalerd, amit a felfiiggesztés fejt ki a vizsgalt golyora. Az abra ezeket mutatja:

“« Az erdk ereddje vizszintes iranyban:
Foq
“ Z F = Fox =~ Foox = Foax Ty =0, 1)
= 4
- L ahol F,, = %, felhasznaltuk, hogy a harom gémbdcske egyenld
S Faas 29 oldalu haromszog csucsaiban helyezkedik el, ¢és igy az Fqoq erd
mg| \Faq vizszintes Osszetevdje éppen fele az Foq eronek.
| ‘ f Az erdk ereddje fliggbleges iranyban (abszolut értékeikkel kifejezve):
Faay ﬁ
o ZFy=mg+Fqu—Ff=mg+7FQq—Ff=O, (2)

g

kifejezést alkalmaztuk az Fqqy fliggdleges er60sszetevore.

ahol az egyenld oldalt haromszog magassdgdat megadd megfeleld

a) (1)-be és (2)-be beirva a megfelel6 erétorvényeket:

9 Q. :
ks o (1)
2°)

(1°)-bol egyszeriisités utan a keresett Q tdltés meghatarozhato:
Q=29=2-(-6-10")C=-1,2-10°C.

b) A kapott eredményt (2°)-be irva a fonalakban hat6 ero:

f qQ m \/_ oo Nm’ (£6:107 C)-(-12-10° C)

F,=mg+— =5.10%kg-10— =0,611N
9 g s? 0,1° m?



