I\V. Sorozatok

Sorozatok bevezetése

854. Az 1, 2, 3, 4 szamjegyek és tengelyes tii-

korképeik egyiitt alkotjdk a sorozat tagjait. A

folytatas lehetséges példdul az dbran lathaté mo- B : ! ; X
dokon. vagy
Megjegyzés:

A ,Hogyan folytathato ...”-tipusu feladatok igen

népszeriek a kiillonbdzd rejtvényijsagokban,

tarsasjatékokban, televizids vetélkedSkon. Saj-

nos, ezek ,hivatalos megolddsa” matematikailag mindig hibds, ugyanis véges

sok kezd6tag sohasem hatdrozza meg egyértelmiien a sorozatot. A feladatban ki-

tlizott sorozatot is szamtalan modon folytathatjuk, néhany lehetdség:

— lehetséges, hogy az els6 négy tag periodikusan ismétlgdik;

— a negyedik tag utan a masodik és harmadik ismétl6dik periodikusan;

— az 6todik tagtol kezdve minden tag egy 9-es szamjegy;

— egyaltalan barmilyen alakzat lehet az 6todik tag.

(A sorozatokat még végtelen sok tagjuk sem hatdrozza meg.)

Az alabbi feladatok némelyikében a sorozatok képzési szabalyanak meghataro-

zasa a feladat. A fentiek értelmében tehat fontos kihangsilyozni, hogy ezek a

sorozatok bdrhogyan folytathatok; egy esetleges ,,csinya ” szabaly matematikai-

lag éppen olyan helyes, mint egy elegans vagy frappéans formula. Legfeljebb ar-
ra torekedhetiink, hogy a ,legvaldszinlibb” vagy ,legkevésbé onkényes” sza-
balyt prébaljuk megtaldlni.

855. a) Tobbféle szabdly adhatd. Lehetséges pl., hogy a haromszogek az dra-
mutatd jarasaval megegyez6 iranyban ,keringenek”, s valtakoz6 szi-
ntieck. Ekkor a haromszog 3 1épésenként visszatér a kiindulasi helyé-
re, s 6 1épésenként ugyanolyan szinnel. E szabaly szerint az abrasoro-
zat 6 Iépésenként ismétlodik.

Jeloljiik a,-nel az n. abrat (n € N*)! Ekkor ay, = a,, a,; = a3, a5 =a,.
Egy masik lehetséges szabaly szerint pl. az abrasorozat 6tdsével ismét-
16dik.

Ekkor a,,=as, a,;, =a,, a;;3=as,.

b) Egy lehetséges szabdly, hogy a hdromszdgek az dramutatd jardsdval
megegyez$ irdnyban ,.keringenek” és ,forognak”. Ekkor a kezd&he-
lyére, azonos dllasban 12 lépésen-
ként keriil vissza a haromszog. Ha
b,-nel jeloljik az n. abrat, akkor ¢
by =bg, by =by, byy=by. Aha- ™
rom dbra lathat6 a 855/I. dbran. m m

¢) Egy lehetséges szabdly, hogy a négy- @/ W

zetek az Oramutatd jardsaval meg-

3. 10.

N
N
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855/Il. egyez$ iranyban ,keringenek” és ellenté-

tes irdnyban ,forognak”. A periddus 12
hossza, ¢,y = cg, €y =C3, €375 =€y A hé-

8. 3. 10.
rom abra lathat6 a 855/I1. abran.
’ ’ @ d) Egy lehetséges szabaly, hogy a négy-
zetek az Oramutatd jarasaval megegyezd
irdnyban, a haromszogek pedig ellentétes

irdnyban forognak, valtakozé szinnel. A
periddus 12 hosszi, d,,=dg, dy;; =ds,

855/IIl. d = d,, (855/111. dbra).

856. a) Els6 megoldds: A kovetkez$ ta-

8. 3. 10. got ugy kapjuk, hogy az el6z06 ta-
got megnoveljilk szamjegyeinek
/\ fi Osszegével. Ekkor a folytatas: 32,
37, 47, 58, 71, 79, 95, 109, 119,
130, 134, 142, 149, 163, 173 stb.

A 20. tag 173.

Masodik megoldds: A tagok kozotti kiillonbség kétszeresre n6. Ekkor
a folytatas: 41, 73, 137, 265 stb. A 20. tagot ugy kaphatjuk meg, hogy
a 10 kezdStaghoz hozzdadunk 1+ 2+ 4 + 8 + ... + 2'%-t, ennek érté-
ke 10+2Y-1=2"+09.

Harmadik megoldds: Egy lehetséges szabdly, hogy pl. mindig periodi-
kusan ez az 6t szam ismétlddik. Ekkor tehat a folytatas 10, 11, 13, 17,
25, 10 stb., a 20. tag 25.

Megjegyzés:

Nem minden szabaly esetén sikeriil a sorozat tovabbi tagjait valami-
lyen hasznalhato képlettel megadni. Ha pl. az els6 megoldas szabalyat
alkalmazva a 100. tag értéke lett volna a kérdés, nem lett volna mas
lehet&ségiink, mint egyesével kiszamolni a sorozat tagjait. Ebben és a
hasonld helyzetekben esetleg érdemes egy rovid szamitdgépes prog-
ramot késziteni, amellyel tetszdleges sorszamu tagot meghatarozha-
tunk.

b) Egy lehetséges szabdly szerint a kdvetkezd tagot ugy kaphatjuk meg,

hogy az aktudlis szim szdmjegyeinek négyzetdsszegét képezziik. A
folytatas 89, 145, 42, 20, 4 stb. Eszrevehetjiik, hogy a tovabbiakban is-
métlédnek a tagok (hiszen Gjra megkaptuk a 4-et, s barmely tag csak

P

az 6t kozvetleniil megel6z6 tagtdl fiigg), igy a 20. tag 16.

P

¢) Els6 megoldds: Egy lehetséges szabdly, hogy tekintjiikk az el6z6 tag

kétszeresét, s ezen szam szamjegyeinek Osszege lesz a sorozat kovet-
kezd tagja. A folytatas ekkor 1, 2, 4, 8 stb., a 20. tag 2.

P

Masodik megoldds: Egy masik lehet6ség, hogy az el6z0 tag kétszere-
sének 9-es maradéka lesz a sorozat kdvetkez6 tagja. A szabalyok kii-
l6nboznek, de a két sorozat megegyezik.
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857. (857/I-11. abra.) A sorozatok els6 hat tagja | 857/1.

s egy lehetséges képzési szabély (n € N*): A ~
a)5s,5,5,5,5,5; a,=5. T
b)4,5,6,7,8,9; b,=n+3. T o
c)1,3,57,911; ¢c,=2n-1. T ¢
d)1,0,-1,0,1,2; d, = [n-3| - 1. T *
e)50,-3,-4,-3,0; e,=n’>-8n+12. ?
£)2,4,8,16,32,64; f,=2". TIYTTrs
9)1,3,9,27,81,243; g, =3"". 17

858. a) 60; b) 400; c)4010; d)2k; e) 4k + 14; T x
) 20, o x

859. a) 34; b)298; c)4008; d)2k-2; BOER! 3 R tago’k
e) 22k +3) -2 =4k +4; f) 2k*-2.

860. a)39; b)199; c)4009; d)2k-1, 1 o o
e) 2k +1)—1=4k+1; f)2k*-1. T o
861. a) A sorozat n. tagjaa, =3n -2 (n € N¥). x:a 0:h ~:ic
A szamok koziil 3-mal osztva 1 maradé- M'd o:e

kot ad a 7, 10 és 100, ezek rendre a 2., 4.
és 34. tagok.
b) A sorozat n. tagja b, = (n — 1)%, n € N*. .
b, =36, b,; = 100. 1
c) A tiztagli sorozat n. tagja c, =n*— 12n+ 901
+68=(n—-6)*+32. c,=cy=36. T ¢
d) Az els6 tag 7. A sorozat minden tagja 7- T )
re vagy 2-re végzodik, igy a tobbi szam
nem szerepel a sorozatban.
862. Tobb megoldds van. Lehetséges képletek = 54 1 x
7. °
(n eN ) 20+ %
a) A szomszédos tagok kozotti kiillonbség 10+ Q
valtakozva 1, illetve 2. —
Han =2k - 1 (k € N*) alakd, akkora, = 0 123 4.5 6 tagok
=a, _, =3k - 2; ha n =2k alaku, akkor x:f o:
a,=a, =3k-1. ' 8
b) A sorozat tagjai valtakozo elGjeltiek:
b,=(-1"

-2 -1 0 1 2 3
¢) A szamokat kozonséges tort alakban felirva —, —, —, —, —, —

3 172734756
n—
stb. sorozatot kapjuk, innen ¢, = .

dd,=3-2""". n
e)e =(—1)”+1~—n

" n+1’

f) A szomszédos tagok kozotti kiilonbség 4; f, = 4n + 3.

863.Aza,=2", b,=2""% ¢,=2""7 (n€N") sorozatok egymas eltoltjai.
@199 = bog = €193; hasonloan by, = a,g, = €75 illetve ¢,g9 = byg; = a5
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864. Az értékkészletek:
a) {0;2}; b){05;25}; ¢){-2;0;4}; d){-1;1};
1 1 1 1
21523345 5;6;10; 200 ) 41, — —, —, ey — f-
e) {07 b b 37 > 5’ 67 0! 0}7 f) { b 2 9 4’ 89 b 299}
865. Az utols6 szamjegyek sorozatai:

x| 1][2(3[4|5|6|7]8]9
Zl14]19|6|5]6]9]4]1
2l1|8|7|4|5]6[|3][2]09
Al1l6|1]|6|5]6|1]6]1
2l1(2]|3]4|5]6]7]|8]9

A tablazatbdl 1athato, hogy az utolsé szamjegyek periodikusan ismétlédnek (x”
utolsd szamjegye csak x" ™" utols6 szadmjegy¢tol tiigg); a periddus hossza lehet 1,
2 vagy 4.

a) A sorozat 2005. tagja x.

b) A 15. tag megegyezik x° utolsé szdmjegyével.

c) Az értékkészlet 1, 2 vagy 4 elemdi lehet.

@G+ | ox
866. a) Nem; sin - sin 5= 1.
(R PAY 4
b) Nem; pl. n =2 esetén sin ————— =0.
c) Igen.
d) Nem.
e) Igen.
f) Nem.

b4
g) Igen. [sin X = cos [x - ?J minden x re.]

h) Igen. (sinx = sin (x + 277) minden x-re.)
867. a) a,=16;
b) b, =16;
¢)n® + 3n® + 3n — 47 = 16 egyenletbdl (n + 1)° = 64, tehét ¢, = 16.
Msik megolddsi lehetéség: az n(n® + 3n + 3) = 63 atalakitasbol n osz-
tdja 63-nak.
d)dg, = 16;
e) e, = 16;
HI9-(=1)y"+3-(-1)""'=16-(-1)", igy f, = 16, ahol k € N*.
868. A 3-mal osztva 2 maradékot ado (pozitiv) szdmok sorozatat aza, =3n — 1
képlettel adhatjuk meg.
a)ays=T74; D) a,,,=299; c)a,ys=06014; d)a,=3n—1;
e)a,, _,=312n-3)—1=06n—10.
869. Haa,+a,,,=a.—a.,,=(a,+a,, )(a,—a,, ) minden pozitiv egész
n-re, akkor két lehet6ség adodik:
1.a,+a, ,=0. Ekkor a sorozat tagjai valtakozo elgjellel egymds ellentettjei:
k,—k, k, —k, ...
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2.a,+a,,,#0. Ekkor 1 =a, —a,  ,, asorozat tagjai egyesével csokkennek: k,
(k—1), (k—2), ..., viszont ez a sorozat nem allhat végtelen sok természetes
szdmbol.

Haa,+a,, , =a., —a:, akkor a fentickhez hasonlé megfontoldsokkal a k,
(k+1), (k+2), ... tovabbi sorozatot kapjuk.

870. Asorozat elsd tiz tagja koziil egyik sem lehet nulla, hiszen az els6 és ma-
sodik 5-5 elem szorzata nem nulla. A feltételt altalanosan felirvaa,-a, ., a,,,=

a
=a’,, (n=1,2,...,9),smivela,,, #0ésa,#0,innena, , ,= L adodik.
an
Legyen a sorozat els6 két tagja a, = a és a, = b, ekkor a képlet alapjin a tovab-
1 1 a

5 %=y =4 4= b. Ezutéan a tagok is-

a
L% . +1 2 .z 2
métlédnek, ay = as, a,,=a, stb., hiszen az a,,, = —— képlet alapjan barmely
a
n

bi tagok a; = 5 M= 45

P

tag csak az 6t kozvetleniil megel6z6 két tagtol fligg.

b 1 1 b
Azels6(')ttagszorzataal-az-a3~a4~a5=a-b-—~—-g=—,amésodikt')t
a a a
a b
tagszorzataa6‘a7-a8~a9-aw=E~a~b~—~—=b.Tehétb=2,a=1,asoro-
a a
t:1,2,2,1 . 1,2
zat: 1, 2, 4, 1, 5 a9 Ly Ly een
272

A tagok 6-o0s periddussal ismétlddnek. 2005 6-tal osztva 1 maradékot ad, tehat
a sorozat 2005. tagja 1.
871. Jeldljik a sorozat els6 két tagjat a-val és b-vel, és irjuk fel segitségiikkel
a tovabbi tagokat, felhasznélva, hogy barmely 3 szomszédos tag dsszege 2!
Assorozat: a, b, 2 —a — b, a, b, és innentdl a tagok ismétlédni fognak (barmely
tag csak az 6t kdzvetlenill megel6z6 két tagtol fiigg). A sorozat minden harma-
dik tagja megegyezik. Mivel 10 maradéka 3-mal osztva 1, a = 10; 200 maradé-
ka 3-mal osztva 2, b = 8; a 3-mal oszthatd sorszamu tagok értéke 2 — 10 — 8 =
=-16. a,;; = -16.
872. a flaéénnyen belathato, hogy a sorozat minden tagja kisebb 200-nal. Mivel
végtelen szdmu tagbdl all a szamsorozat, €s barmely tag értéke csak az

P

6t kozvetleniil megel6z6 tagtdl fiigg, elobb-utdbb fellép az ismétldés.

b) A szamitdsok meggyorsitasara érdemes egy egyszerl programot irni,
de manuadlisan is célt érhetiink.
Jeloljik az 1, 2, 3, ... , 9-cel kezd6d6 sorozatokat (ai), <a,2!), (af’,), vy (ai)-
nel (n € N¥)!
Ha a kezdGtag 1, a sorozat tovabbi tagjai 1, 1, ...; vagyis a}1 =1.
(aﬁ): 2, 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4, s innen ismétlodés 1ép fel.
a;= a;, a periédus hossza p = 8.
(a7):3,9,81,65,61,37, ... a;=aj, p=8.

<a4> caj=ai, p=8.

n

IV
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(a3):5,25,29,85,89,... al=a;, p=8.
(af):6,36,45,41,17,50,25, ... a§=a3, p=8.
(a]):7,49,97,130,10, 1, ... a]=af, p=1.
(aj) :8,64,52,29, ... a¥=di, p=8.
(az) :9,...a)=a3, p=S8.
Vagyis a 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9-cel kezd6dd sorozatok periddusa a leg-
hosszabb, 8.
873. Az alabbi tdblazat mutatja Béla egy lehetséges stratégidjat.
rossz tippek szama 01123 ]|4]5
feltevés a kezdeti golyészdmra | O | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
tipp 0|2 |14]6]|8]|10
tippelés sorszama 11213141516

Eszerint Bélanak a paros szamokat érdemes tippelnie. Ha a dobozban kezdet-
ben x golyé volt, (x + 1). probélkozésra a 2x tippel talal.

Szamtani sorozatok

874. Szamtani sorozatok: a), b), c),d),j), 1), m).

Meg kell mutatnunk, hogy a szomszédos tagok kiilonbsége 4alland6. PL
a,,,—a,=3(n+1)—8—(3n—8) =3, s ez valéban allando érték. Hasonl6an
jarhatunk el a tobbi szdmtani sorozat esetén is; mig ez a feltétel a nem szamta-
ni sorozatokra nem teljesiil.

n*—16 (n+4)(n—4)

+4 n+4
zat pedig n = 3 esetén nem értelmezett.
875. Igaz, a tagok kozotti kiillonbség allando (éppen d).

876. Ha egy (a,) szamtani sorozat kezdtagja a,, kiilénbsége d, akkor az n-edik
tagraa, =a, + (n — 1)d, s ez éppen a kivant alakra alakithat6 at:a, =a, —d + dn.
877.a)d>0; b)d<0; c)d=0.]Ittd éppen a szamtani sorozat differen-
cigja (kiillonbsége).

878. Néhany lehetséges modszer:

1. Képezziik az a, , , —a, (n € N") éltalanos tagok kiilonbségét; ha ez nem &l-
land¢ (vagyis n-t6l fiigg), a sorozat nem szdmtani.

2. A szamtani sorozat explicit alakja dn + b (n € N¥), s ez linedris fiiggvénye az
n valtozénak. Ha az (a,) sorozat nem hozhaté ilyen alakra, akkor a sorozat nem
szamtani.

3. Elég keresni 2-2 szomszédos tagot, melyek kiilonbsége nem egyforma. (Leg-
egyszeriibb pl. az els6 3 tag két kiilonbségét megvizsgalni.)

A (j,) sorozatra =n — 4, hiszenn # — 4; a (k,) soro-
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879. Példaul:
a) A szomszédos tagok kiillonbsége

1 1
——=————,nemél-
n+l n nn+1)
lando.

b) A kifejezés masodfokd, nem linedris.

c) Az els6 harom tag 2, 4, 8; a kiilonbsé-
gek 2, illetve 4.

d) Az els6 négy tag 1, 0, — 1, 0; a kiilonb-
ségek nem éllandok.

880. (dbra).
A fiiggvényértékek egy-egy szdmtani sorozat
hat szomszédos tagjat alkotjak.

881. (dbra).

Az el6z6 megolddhoz hasonl6 grafikonokat
kaptunk.

Azn — an +b (n € Z") fiiggvények az

x+— ax +b linedris fiiggvények lesziikitései;
a képpontok ezért egy egyenesen helyezked-
nek el.

882. Az idllitasok igazak.

Altalaban is igaz, hogy a szamtani sorozat bar-
mely tagjatél szamitott minden k-adik tagja
(k € N™) szamtani sorozatot alkot. Ha az ere-
deti sorozat differenciaja d, akkor a k-adik ta-
gok altal alkotott sorozat differencidja kd. (Ha
k =1, akkor az eredeti sorozat valamely késGb-
bi tagjaval kezd6d6 részsorozatat kapjuk.)

883. Ha a sorozat szigordan novekvd vagy
csokkend, akkor az értékkészlet végtelen hal-
maz; ha a sorozat allando, akkor az értékkész-
let egyetlen elembdl all.

884. a,, —a;=06d,innen 6d =12, d =2.
Mivelas=a, +4d, a,=a;—4d=7—-4-2=—1.
Asorozat kezdStagjaa, = —1, differencidjad = 2.
A szamtani sorozat n-edik tagjat az a, =a, +
+ (n — 1)d képlet segitségével szamolhatjuk ki,
igy a kezd6tag és a kiillonbség mar egyértel-
miien meghatarozza a sorozatot.

885. a,,—a,="7d,innend = 1.
Ay0s = @y +1994d = 1999.

221

b)

a)

A
17+
o
Lo x
1+ x
0] 12

—
tagok

)

b)

A
17+

(o]
24+ © %X
1 x
0] 12

sy

IV
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886. 7d=-21, d= -3, a,=22.
a,=a;,+(n—1)d=22-3(n—1)=-3n+25.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha az a, = a; + (n — 3)d Osszefiiggést

alkalmazzuk.

887. Asorozat elsd tagja a, = ag — 7d = —13, az n-edik tagja
a,=—-13+3(n—1)=3n - 16.

Az 500 < 3n — 16 < 700 egyenl6tlenségeket az n =173, 174, ... , 238 szamok

elégitik ki, tehat a sorozatnak 66 tagja esik 500 és 700 kozé.

888.a)a,=3n—2;  ay,, =298, ap =3k*—2.
b) b, =2n —6; by =194, by =2k*—6.
c)c, =n—0,7, Ci00 = 99,3, ¢ =k*—0,7.
d)d,=n+12; dyy =112, dp =k>+12.

6—n 6 —k*
e)e, = B e = —47, € =5

889. Csak paros szamu gyerek esetén lehetnek egymassal szemben allok, igy
jeloljiik n = 2k-val a gyerekek szamat (k,n € N*). Eszrevehetjiik, hogy az 1-es
sorszamu gyerekkel szemben a (k + 1)-edik, a 2-essel szemben a (k + 2)-edik,
altalaban az i-edik gyerekkel szemben az (i +k)-adik gyerek 4ll. Innen
k =53 — 20 = 33, vagyis 66 gyerek van a korben.

890. Az 1-et és 2-t is szamolva 12 szdmot kapunk. Mivel ezek szdmtani soro-

tot alkotnak, a diff 2 — k tt sz k111213 2
zatot alkotnak, a differencia -, a keresett szamok: —=-, 7o 7o 0 77 -
891. A szamtani sorozat els6 n tagjanak 0sszege

_(ta)n 20+ (n—-1)d

" 2 2
. (1 +n)n (1 +100)-100
a) Az explicit alak: a, =n. S,= I e e—
b)b,=n+09.
10+n+9n (19 +n)n (19 +100) - 100
S,= 5 = 5 mozf:S%O.
c)c,=3n—2.
1+3n-=2n  (Bn—1)n 300 — 1)- 100
Sn=( 5 ) =( 5 ) , 100=%=14950.
d)d,=2n—6.
1+2n-6 2n -5 200 — 5)- 100
g dF2=on_ @=5n o @010 .

2 2 ’ 100 — 2

=5050.
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e)e,=n—0,7;
03+n-0,7)n (n—0,4)n (100 —0,4)-100
Sn: 2 = 2 , 100: f = 4980.
Dh==—5
5 6-n
—+ n
2 2 (11 —n)n (11 = 100) - 100
Sn: 2 = 4 , 100: f = _2225.

892. g) A100+ 102 + ... + 998 dsszeg 450 tagbdl all, ezért

_ (100 + 998) - 450

Sus0= 5 = 247 050.

b) A101 + 103 + ... + 999 6sszeg 450 tagbol all, ezért

(101 + 999) - 450
Suso= 5 = 247 500.

c) Alegfeljebb haromjegyli paros szamok Osszege
(2 +998)-499

2+44+...+998 = — - 249500, a legfeljebb haromjegyi
. . (1 +999)-500
paratlan szdmok 0sszege 1 +3 + ... + 999 = ——————— =250 000.
Megjegyzés: 2

A b) eredményhez mas uton is eljuthatunk. A 450 darab paratlan szam mind-

egyike 1-gyel nagyobb, mint az a) feladatbeli paros szamok, igy osszegiik 450-
nel tobb.

Hasonldan a c) feladatban 3-t6l 999-ig 499-cel nagyobb a pératlan szamok
Osszege, s ehhez jon még a kezdeti +1.

893. a) A k-adik paratlan szdm 2k — 1, a (3n + 7)-edik 2(3n +7) — 1 =6n +

(I+6n+13)(3n+7) 5 5
+13. Az Osszeg > =Bn+7) =9 +42n + 54.
Megjegyzés:
Hasonl6 okoskodassal nevezetes eredményt kapunk: az elsé n paratlan
. o 1+2n-1)n 5
természetes szam Osszege f =n".
(1+2n+3)(2n+3) 5
> =(n+2)2n+3)=2n"+7Tn+6.

@2+3n—-1)n (@Bn+1)n

c)2+5+...+0CBn—-1)=

2 2
(102 + 999) - 300
894. 102+ 105+ ... + 999 = 5 = 30150.
(13 +97)-22

895. 13+17+...+97= B S 1210.

IV
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896. Jeloljiik n-nel az dsszeg utolsé tagjat (n € N*)!

nn+1)
Ekkor 1000 <1+ 2 + ... +1n < 10000. 1+2+...+n=#,igyameg-

oldand¢ egyenl6tlenség-rendszer:

n>+n — 2000 > 0, illetve n> + n — 20 000 < 0.

Az els6 egyenlStlenség megoldasa n < — 45,2 vagy 44,2 < n;

a masodiké — 141,9 < n < 140,9. A megfelel6 n értékek: 45, 46, ..., 140.
897. Az elsd n tag Osszege — 210 + 45 + 228 = 63. Az osszegképlet alapjan

(—210+228)-n .
63 = ,innenn =17.

438
A sorozat differencidja o =73, az elemek: —210, —137, —64, 9, 82, 155, 228.

A koOzbiils6 tagok szdma 5.

898. 2'-2%-2%. . 210 =l #2410 = 25050 Ha ez a szam k jegyli (k € NY),
akkor 10F ' < 25050 < 10%. A 10-es alapu exponenc1ahs fiiggvény (és a 10-es ala-
pu logaritmus fiiggvény) szigorian monoton n&; mindkét oldalt logaritmizalva

k—1<1g(2™) < k. 1g(2°®°) = 5050 - 1g 2 = 1520,2, vagyis a szdm 1521 jegyfi.
899. A definiciébdl kozvetleniil kovetkezik, hogy a sorozat barmelyik (1-nél

. ) . 2 , c e A _ an71+an+1
nagyobb indexii) tagja a szomszédos tagok szamtani kdzepe: a,= —————
Megjegyzés: 2
Csak pozitiv szdimok hatvanykozepeit értelmeztiik (szdmtani kozép, mértani
kozép, harmonikus kozép stb.). A szamtani sorozat tagjai negativ szamok is le-
hetnek, igy ebben az esetben helyesebb lenne a ,,szdmtani kozép” helyett az
»atlag” kifejezést hasznalnunk. Hibat azonban nem kovetiink el, mivel a szam-
tani k6zép fogalmat negativ szdmokra is kénnyen kiterjeszthetjiik.

900. Jeloljik d-vel a sorozat kiilonbségét! Ekkor a,_, = a, — pd €s

a,_,+a —pd + a,+
e G pd ; UEPL _ L aloban teljesill,
901. Az a)—e) esetekben megmutathatjuk, hogy a szdmtani sorozatban bar-
mely a, taghoz képest szimmetrikusan elhelyezkedd tagok étlaga a,.

a) Az ag tagra szimmetrikus tagok atlaga ag.
a,+a, ag—d-+agt+d

Ugyanis a,=ay—d, a,=ag+d, igy 5= 5 = ag.
atayta,tastag a,—2d+a,—d+a,+a,+d+a,+2d .
5 5 4
c)ay.
d)a,.
e)ay.

a
6 . .
. A szimmetriatu-

as+
f) Ebben az esetben is a tagok atlagat kapjuk:
a,+as+ag+ a,

lajdonsagot pl. a d = 2t helyettesitéssel 1

=as+t alak-

ban is felirhatjuk.
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902. A szimmetriatulajdonsag miatt az elsd kilenc tag atlaga 10, igy az elso ki-
lenc tag Osszege 90.

903. 12. (Az els6 12 tag pozitiv.)

904. Jeloljiik a-val a kozéps6 szamot, d-vel a sorozat kiillonbségét! Ekkor a
harom szam a —d, a, a+d. Az a—d+a+a +d =18 feltételb6l a =6, az
(a—d)-a-(a+d)=192feltételbdl d* = 4, d = + 2. A hdrom szam 4, 6, 8. (Két
megfelelé haromtagu sorozat van: 4, 6, 8, illetve 8, 6, 4.)

905. Anégy szam atlaga 2. Alkalmazzuk a sorozat kiilonbségére a d = 2¢ helyet-
tesitést! Ekkor a négy szam 2 — 3¢, 2 —1t, 2 +¢, 2 + 3¢, s mivel szorzatuk —15, in-

31
nen 9 — 40¢* + 31 = 0. A r*-ben masodfoki egyenlet gyokei 1, illetve o In-
) 31
nen ¢t = =1, illetve t = + 3 Négy megfeleld sorozatot talaltunk: —1, 1, 3, 5;

31 31
2 - /ﬁ, 2 - /;, 2+ C, 2 +,/31; valamint ezek ,,forditottjai”.

906. Jeldljiik a sorozat masodik tagjat a-val, a differenciat d-vel!
Ekkor (a —d)* + a* = 130, a* + (a + d)* = 202. Az egyenletek 6sszeadasa és ki-

18
vonésa utdn az ad = 18, 2a*+ d* = 166 egyenletrendszert kapjuk. A d = —

a
helyettesitéssel a* — 83a®+ 162 =0, innen a = +9 (d = +2), illetve a = +,/2
<d =+ 9/5) Négy sorozatot kapunk: a, =2n +5; b, = —2n —5;

¢,=9/2n-17/2; d,=-9/2n+17/2.
907. a) 60 hét elteltével.
b) Feltételezve, hogy a termelés egyik héten sem sziinetel, az 52. héten
300 +51-5=555 terméket gyartanak. 300+ 305+ ...+ 555=
(300 + 555)-52
T S—— 22 230.
908.4)2-(6+12+18+...+96)=12- (1 +2+ ... +16) = 1632 darab.
b)12-(1+2+ ... +n)=6n(n+ 1) darab.
(20 +41)-22

2 = 671 a féréhelyek

909. A22.sorban 41 szék van, igy 0sszesen

szama.

910. Ha n sor szék van a nézGtéren (n € N¥), akkor az ulShelyek szdma

(10+2n+8)n
2

911. A kiosztott részek szamtani sorozatot alkotnak. Jeloljiik a-val a legki-

sebb részt, d-vel a kiilonbséget, ekkor:

(@+a+4d)-5

2

=n(n+9), innen n = 12. (n = —21 hamis gyok.)

=100¢s7(a+a+d)=a+2d+a+3d+a+4d.

IV
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5
A kapott egyenletrendszer: a + 2d = 20 és 11a = 2d, ennek megoldasa a =3 és
55

A /61( 5 65 20 175 115
részek: =, == 20, —— ——
912. Jeldljiik t-vel a masodik kerékparos induldsatdl a taldlkozasig eltelt id6t!
Ekkor az els6 kerékpéaros 20 + 18 + 16 + ... + (18 — 2¢) utat tett meg, a maso-
dik 10 + 13 + ... + (7 + 3¢) utat. A megtett utak 6sszege 119 km, innen
20+18—-26)-(t+2) (10+7+3¢)¢ 5
+ =119. A+ 51t — 162 = 0 egyenlet

2 2
megoldésa ¢, = 3, t, = —54. Elfogadhat6 megoldas ¢,, a két kerékparos a méaso-

d

dik induldsa utdn 3 6réval (az els6 induldsa utan 5 6raval) taldlkozik.
Megjegyzés:
Természetesen ezt az értéket rovid probalgatas utdn is meghatarozhatjuk. Ek-
kor azonban meg kell indokolni, hogy miért nem lehetséges tobb megoldas.
913. Jeldljiik u-val az utolsé munkas munkadrainak szamat, m-mel a munka-
ban részt vevé munkasok szamat!
Az egyes munkéasok munkaideje szimtani sorozatot alkot, ezért az 6sszes mun-

o (w+1u)y-m (u+11u)-m
kaid6 — Innen f= 2dm, u =4, 1lu = 44.
Az els6 munkas 44 6rat dolgozott, de a munkdsok szdmat nem tudjuk megha-
tdrozni.

1+24+ .49

914. A biivos allando értéke %3 - 15. A 15-6s 0Osszeg lehetséges
eléallitasai: 1+5+9, 1+6+8, 2+4+4+9, 24+5+8, 2+6+7, 3+4+8,
3+5+7, 4+ 5+ 6. Eszrevehetjiik, hogy csak az 5-6s szerepel négy dsszegben
is, igy a k0z€épsd mezore S keriil. A2, 4, 6, 8 szamok két-két dsszegben szerepel-
nek, ezek lesznek a biivos négyzet csicsaiban stb.

Egy lehetséges megoldas (ez talalhaté az I-csing (Valtozasok konyve) c. 8si ki-
nai jéskonyvben is):

41912
3151(7
816

P

915. Els6 megoldds: Az el6z6 feladat megoldashoz hasonléan megmutathat-
juk, hogy ha a sorozat tagjaia — 4d,a — 3d, ..., a + 4d, akkor a k6z€psd mez6-
re szitkségképpen a keriil; a csicsokba a —3d, a —d, a +d, a + 2d; végiil az
€lkozEép mezbkre a — 4d, a — 2d, a + 2d, a + 4d. Innen mar kdnnyen szerkeszt-
hetd blivos négyzet.

Masodik megoldds: Eszrevehetjiik, hogy ha a biivos négyzet minden eleméhez
ugyanazt a szamot adjuk, vagy minden elemét ugyanazzal a szammal megszo-
rozzuk, akkor tovabbra is ,,blivos” marad. Igy az 1, 2, ... , 9 szamokat a tetszo-
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legesa,a +d,a + 2d, ..., a + 8d szamtani sorozatra transzformaljuk: a sorozat
tagjait d-vel szorozva a d, 2d, ... , 9d sorozatot kapjuk, majd itt minden taghoz
(a — d)-t adunk. A biivos négyzet biivos tulajdonsdga megmarad, példaul az
alabbi négyzetbdl kiindulva:

61118 6d | 1d | 8d a+5d a a+7d
715|3| - |7d|5|3d| — a+6d | a+4d | a+2d
21914 2d | 9d | 4d a+td | a+8d | a+3d

916. Tegyiik fel, hogy az eredeti tervek szerint ¢ hétre volt elegend6 a takar-

many, ekkor a mennyisége 15¢. A valosagban 2t ideig tartott ki a takarmany, a
(I5+16 —2t)-2¢

fogyasztas 15 + 14 + ... + (16 — 2¢) volt. Innen 2 =15t,t =8,

15¢ = 120.

Osszesen 120 liter takarmanyt taroltak, eredetileg 8 hétre szantak. Amikorra a
takarmany elfogyott, a tytikok is elfogytak.

917. Osszesen — = 21 mérkdzésre keriilt sor. Ennyi a jatékosok pontsza-

mainak Osszege is, ezért a 4. helyezett versenyz6 3 pontot szerzett. Ha a szdm-
tani sorozat kiillonbsége 0, akkor mindenkinek 3 pontja volt; ha a szamtani so-
rozat kiilonbsége 0,5, akkor a pontszamok: 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; ha a szam-
tani sorozat kiilonbsége 1, akkor a pontszamok: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. (Ez utobbi
esetben nem volt dontetlen, minden jatékos legydzte a nala gyengébbet.) Tobb
lehet8ség nincs.

918. Azels6 agyas megontdzéséhez 10 + 24 + 10, a masodikhoz 12 + 24 + 12,
a harmadikhoz 14 + 24 + 14, ... , az utols6hoz 48 + 24 + 48 méternyi utat kell
megtennie. A 44 + 48 + 52 + ... + 120 szdmtani sorozat dsszege

(44 +120)- 20

5 = 1640 (m).
919. Jeldljika +1,a +2, ... , a + n-nel a szomszédos természetes szamokat
(a € N)! Ezek Osszege an + @, s ez pontosan akkor oszthat6 n-nel, ha
n péaratlan.
kn(n+ 1)

920. Azan + — kifejezés oszthaté n-nel, ha n paratlan vagy k paros.

(Csak akkor nem oszthat6 n-nel, ha n paros és k paratlan.)

921. Sokféle megoldas adhato.

PL. csoportositsuk harmasaval a szamokat, az egyes csoportokban 0, 3, 6, 9, ...
a szamok Osszege. (Az Osszeg mindig harmasdval n6, ugyanis a megfelel6 tago-
kat parositva + 3 + 3 — 3 a valtozas.) Igy a —2004 tagig 0 +3 + 6 + ... + 2001 a
tagok Osszege, ehhez jon még +2005. Eredmény: 670 339.

Mas megolddsi lehetdségek: Osszegezhetjik kiilon az 1, 4, 7, ..., 2005, valamint
2,5,8,...,2003,illetve 3, 6,9, ... 2004 sorozatokat; vagy az 1 +2 + 3 + ... + 2005
Osszegbdl levonhatjuk a 3 + 6 + ... + 2004 Osszeg kétszeresét.

IV
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922. Az ,els6 egy tag Osszege” a, = S, = 8, az elsd két tag 6sszege a, +a, =S, =
=22 stb. Ha n = 2, altaldban is teljesiil, hogy S, =S,_, +a,. a,=5,-S,_,=

=3n’+5n — (3 (n— 1)2+ 5(n— 1)) = 6n + 2, vagyis az (a,) sorozat valoban

szamtani.

923. Jeloljik az oldalakat a, b, c-vel, s legyen pl. a < b < c. Ekkor a szamtani
sorozat szamtanikozép-tulajdonsaga miatt b = 10, s az (a, ¢) parra 6t megoldast
kapunk: (a, ¢) = (6, 14), (7, 13), (8, 12), (9, 11), (10, 10). Tobb nem lehet a ha-
romszog-egyenlStlenség miatt.

924. Jeloljiik a szogeket a, B, y-val, s legyen pl. @ < 8 < y! Ekkor a szimmet-
riatulajdonsag miatt 8 = 60°, « € {1°, 2°, ... , 60°}, s minden a-hoz egyetlen y
tartozik. Osszesen 60 megoldés van.

925. Jeloljiik a sokszog oldalszamat n-nel (n € N*), ekkor szogei 120°, 125°,
130°, ..., 115° + n - 5°. Barmely n-szog bels6 szogeinek 6sszeg (n — 2) - 180°, igy
— a mértékegységeket elhagyva — 120 + 125 + ... + (115 + 51n) = (n — 2) - 180.

(120 + 115 + Sn)n ) ) 5 .
Innen 2 = (n —2)- 180, atalakitva n* — 25n + 144 = 0. Ama-

sodfoku egyenlet gyokei n, =9, n, =16. A feladatnak csak az n, =9 a megol-
ddsa; az n, = 16 esetben a sokszognek 180°-os szdge is volna.

926. Legyen a harom oldal hosszaa —d, a, a +d (a > d;a,d € N"), a legki-
sebb szoge a! Ekkor Pitagorasz tételébdl (a + d)* = a* + (a — d)?, innen 4ad =

=a’. Mivel a # 0, a haromszog oldalai 3d, 4d, 5d. sin a = 5 a = 36,9°, a ma-

sik két szog 53,1° és 90°.

Megjegyzés:

A megoldasban nem hasznaltuk ki, hogy az oldalak egész szamok. Ha tehat egy

tetsz8leges derékszogli haromszog oldalai szimtani sorozatot alkotnak, szogei

36,9°, 53,1° és 90°.

927. a) Azels6 99 sorban 1 + 2 + ... + 99 = 4950 szdm van, igy a 100. sor kez-
d6szama 4951, a 13. helyen all6 szam 4963.

nn-1
b) Az els6 (n — 1) sorban % szam van, az n. sor k. helyén allé
nn-1
szdm g + k.
nn—1)

c) Az — <1000 egyenlGtlenségbdl —44,2 <n < 45,2, tehat az

44
1000 a 45. sorban talalhat6. Az els6 44 sorban

az 1000 a 64. sor 10. szdma.
928. a) Az els6 9 sorban az els6 1 + 2 + ... + 9 = 45 paratlan szam talalhatd.
A 10. sor els6 eleme a 46. paratlan szam, 1 + 2 - 45 =91. A keresett
(91 + 109)- 10 905

= 990 szam van,

Osszeg 91 +93 + ... + 109 =
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b) A 11. sor az 56. paratlan szammal kezdGdik, kozepén a 61. paratlan
szam van, a 121.

n-(n—1)

¢) Az

nn—1)+2k—1.

+ k sorszamu paratlan szam all itt, ennek értéke

. ks nn+1) T
929. Az els6 sorban 1év6 szamok Osszege — A masodik soré

nmn+1) .. o nn+1) o ) )
——— +n, a harmadiké — + 2n és igy tovabb; az utolsé sorban az Iv

+1)
2

nm+1) N nn+1)

2 2 n*Gn+1)
2 2 )

930. A feltételek szerint S, =b, §,, = ¢, keresendd S,
Eszrevehetjiik, hogy a mésodik n elem minden egyes tagja éppen a differencia-
val nagyobb, mint az els6 n elem megfeleld tagjai. Ha a sorozat differenciajat
d-vel jeloljiik, akkor ¢ = b + nd, hasonl6an S,, = b + 2nd.
Innen S,, =b + (2c — 2b) =2c — b.
931. Tegyiik fel, hogy kezdetben n tagu volt a sorozat; ekkor tagjai 17, 18, ...,
16 +n (neN")!
Eszrevehetjiik a kovetkezdket:
— pératlan szdmua szomszédos egész szam atlaga egész szam;
— péaros szdmu szomszédos egész szam atlaga egész szdm és fél;
— ha kivesziink egy tagot a sorozatbdl, a megmaradt szamok atlaga az eredeti
atlagtol legfeljebb 0,5-del tér el.
Ez alapjan két lehetGséget vizsgalunk meg: a szam kivétele eltt az atlag lehe-
tett 52 vagy 52,5.

Osszeg +n(n — 1). Ezen szdmok 0sszege

+nmn—1)|n

) . ) (17 + 16 + n)n .
Ha az 4tlag 52 volt (vagyis n pératlan), akkor B we—— 52, innen
n

) ) 17 +87)-71
n =71. Az eredeti sorozat 17, 18, ... , 87, a tagok Osszege — =3692.

A kivétel utdn a maradék 70 szam atlaga 52,4, ekkor a szamok Osszege 52,4 - 70 =
= 3668-ra modosult. A kivett szam a 4.
17+ 16 +n)n

Ha az atlag 52,5 volt (vagyis n paros), akkor B P 52,5, innen
n
. (17 + 88)- 72
n =172. Az eredeti sorozat 17, 18, ... , 88, a tagok Osszege S — =

= 3780. A kivétel utdn a maradék 71 szdm atlaga 52,4, ekkor a szdmok Osszege
52,4 - 71. Ez nem egész, ekkor nincs megoldas.
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Mértani sorozatok

932. Mértani sorozatok: b), c),e),g), h), k), ).

Meg kell mutatnunk, hogy a szomszédos tagok hanyadosa allandé (ha a soro-
zat semelyik tagja sem 0); vagy, kicsit pontosabban, meg kell mutatnunk, hogy
barmelyik tag az el6z6 tag g-szorosa, ahol g a sorozat hanyadosa (kvdciense).
PL b,,,=2-b, minden n-re, igy a (b,) sorozat mértani; mig pl. az (a,) sorozat

— 1
els6 harom tagja —5, —2, 1, s mivel — F > a

937/1. , .
sorozat nem meértani.

A ¢ 933. Igaz; barmely tag az el6z6 g-szorosa.

934. A sorozat tagjai a, aq, ag” stb. Péld4ul:
a)a>0,g>1; vagy a <0, 0<g<1.
b)a>0, 0<qg<1; vagy a<0, g>1
c)g=1.
d)a=5, qg=-1.

935. Tobb lehetdségiink van.

x 9 Egyrészt a mértani sorozat explicit alakja a, = aq"™;
ha a vizsgalt (a,) sorozat explicit alakja mas, és
1 nem is hozhaté erre az alakra, akkor nem mérta-
o ni sorozat.
g Masrészt megmutathatjuk, hogy a szomszédos ta-
gok hanyadosa nem éalland6 (ha a tagok egyike
sem zérus); egyes esetekben az altalanos eset he-
lyett mar két-két szomszédos tag hanyadosanak
vizsgélata is ellentmondasra vezethet.

an+1 n . 2 e P
936. a) —— = —— # allando, fligg n-t6l.
a, n+1
b) A sorozat els6 harom tagja -3, 0, 5; a
szomszédos tagok nem ugyanannyiszoro-
sai egymasnak.
¢) Az els6 tag 3, a masodik 5; de a harma-

X0
(o3

b)

»—l-xz
10
10

<y

o+
o

2

i dik tag (9) nem 3 -Szorosa a mésodik-

nak.

937/Il. d) A sorozat tagjai 1, 0, —1 stb.; ezek ismét

nem alkotnak mértani sorozatot.

937. A fiiggvényértékek egy-egy mértani soro-
zat tagjait adjdk (937/I-11. dbra).
938. Az illitasok igazak.
| oo Altalaban is igaz, hogy a mértani sorozat barmely
'01[ $234§ ;) 'x tagjatol szamitott minden k-adik tagja (k € N¥)
mértani sorozatot alkot. Ha az eredeti sorozat ha-

XX X X X d)
1 o o
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nyadosa ¢, akkor a k-adik tagok 4ltal alkotott sorozat hanyadosa ¢*. (Hak =1,
akkor az eredeti sorozat valamely késdbbi tagjaval kezd6d6 részsorozatat
kapjuk.)
939. Az értékkészlet lehet 1 elemti (ha a sorozat allandd), 2 elemd (ha a kvo-
ciens —1 és nem nulla az elsd tag), vagy végtelen sok elem{i.

12
940. a, =12, a,=192. Mivela, =a, q*, ¢ =16, g=+2. a, = — =3

q
Két megoldas van: a kezdGtag 3, a hanyados pedig +2 vagy —2.

Az explicit alaka, =3-2" " 'vagya,=3-(=2)" "L
a 7 a
941. ——=4'=8-/2=/2 ,imeng= /2. a;=—=-2- /2.
a
q

4
an:_z'ﬁ'ﬁnil :_2'/5":_/5"”; ‘12005:_\/52007

942. a) Nem szerepelhet, hiszen minden tag 7-nek tobbszorose.
b) Ha egy egész szam nem oszthatd 3-mal, akkor a kétszerese sem, ezért
a sorozatban nincs 3-mal oszthat6 szdm.

c) A 10°<7-2"" 1< 10" egyenl6tlenségrendszer megoldasszamat ke-
ressiik.
Az x— log, x fiiggvény szigortian novd, igy log,10° <log, (7-2""") <
<log, 10", 9log, 10 —log,7+1<n < 10log,10 —log,7+ 1, innen
28,09 <n < 31,41. Harom megoldas van.
943. a)—c): Nincsenek ilyen sorozatok.
d) A hetedik tag g*-szerese a harmadik tagnak, ezért a két tag nem lehet
ellentétes eldjeld. Nincs ilyen sorozat.
Altalaban is igaz, hogy a mértani sorozat paratlan sorszamu tagjai
nem lehetnek kiilonbozd elgjeltiek (és természetesen ugyanez teljesiil
a paros sorszamu tagokra is).
e) ¢* =81, g = +3, tehat két ilyen sorozat van.
944. Asorozatrag= /3, a,=2"/3,igya,=2- /3 .1000<2- /3 <3000,
innen 11,31 < n < 13,31. Két tag esik a megadott intervallumba: a,, és a,.
945. a) a, =2"", igy ajy, = 2%, ag_s=2%".
100 85

I 1 1
b)b,=-8- > ,igy bypg=—8- | - bgy_s=—8" B

c)c,=3" (_2)n_1’ igy ¢i0=3" (_2)99’ Cys=3" (_Z)Sk_b-
d)d,=(0,1)",1gydg = (0’1)100, dg_5= (Oal)gk_s-

1 el 1 1
e)e,= PR (D", gy ey = T €gr—5= PN

946. Az (a,) mértani sorozatbana, = 1 ésa,, =2, innen q = 11/5.

Atiz szam: 11/2 11/22 /a3y

n

IV
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947. Jeloljik T-vel a gyaregység kezdeti termelését! Ekkor az els6 honap vé-
gén 1,01 - T, a masodik hénap végén 1,01 - T, az n-edik hénap végén 1,01" - T a
termelés.
a) Egy év alatt a termelés 1,01'2- T = 1,127T-re emelkedik, a névekedés
12,7%-os. )
b) 1,01" - T = 2T, innen n = 69,66. Allandé titem{i novekedés mellett 70
honap alatt kétszerezddik meg a termelés.
948. A hanyados lehet 1 vagy —1, az 6sszeg 50 vagy 0.
949. Jeloljiik a keresett dsszeget S-sel: S=1+2+2%+ ... +2"+ ... +2!%,
Innen 25 =2+ 27+ ... + 2" + ... + 2! 4+ 21 3 kett§ kiilonbségébol § = 2! — 1.
950. Hasonldan jarhatunk el, mint az el6z6 feladat megoldasaban. Legyen
S=a+aq+aqg’+...+aq" " '; ekkor gS=aq+aqg*+ ... +aq" " ' +aq", s a
kett6 kiilonbségébdl (g — 1)S = aq" —a.
q"— 1
g-1°
Ha g = 1, akkor ez a képlet nem hasznalhat6. Mivel g = 1 esetén a mértani so-
rozat minden tagjaa, S =a - n.
951.q) 2" - 1.
b)2r 1 —1.
c) 9216 =9 -2 ezért
9+18+36+...+9216=9-(1+2+...+2"%=9-2" - 1).
d)8-(1+27"+27%+ ... +27 )=

Ha g # 1, akkor a mértani sorozat els6 n tagjanak 6sszege S = a -

2716_1 1_2716
=38- =8 =16-(1—-27"%).
2711 1-271 ( )
27 ¢l

952. Az (a,) mértani sorozatban g(a, +a, +a, +a,) = gaz +a;+a,+as), igy
q=3. a,+3a,+9,+27a, =40, innena,=1. a,=3""" (n€N).
953.¢" (a,+a,+a,) = (as+ay+a,), igy ¢g==13. Ha g =3, akkor a, =2,

26
a,=54, az Osszeg 26+ 2106+ 54 =2186; ha g= -3, akkor a,= IR

26 ) 2726
a,=(-27)- - az Osszeg 26 + 2106 — =~ 2031,71.

954. Ha a sorozat tagjai pozitivok, akkor barmely tag a szomszédos tagok
mértani kozepe.

Ha a szomszédos tagok kozott negativok is vannak, akkor helyesebb ugy fogal-
maznunk, hogy barmely tag négyzete egyenlS a szomszédos tagok szorzataval.
(Csak pozitiv szamok mértani kdzepét értelmezziik.)

a a
955.4,_,= q—];, Uiy =aq", q—l;‘akqp = g, val6ban. (Ha a tagok kozott ne-

gativok is vannak, akkor a /a, _ ,a; , , = a, Osszeflugges helyett aza, _a, ., ,=
= aj képletet alkalmazhatjuk.)
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956. Megmutathato, hogy a pozitiv tag mértani sorozatban barmely a, tag-
hoz képest szimmetrikusan elhelyezkedd tagok mértani kdzepe a,; ha pedig a
tagok kozott negativok is vannak, az el6z8 feladat megolddsdhoz hasonléan
hatvanyalakban fogalmazhatjuk meg a kapcsolatot.

a
a) aé? b) |a4|§ c)3 asa,ds = 5 ;4“40451 =ay d) a, e) |a10|§ Vi a;;

g) la,,|. h)Ha a tagok pozitivok, 4‘/ a,asa5a, = / asa, , a szomszédos tagok
mértani kozepet kapjuk.
957. 10°.

a a
958. Legyen a harom szam —, a, aq (¢ # 0)! Ekkor — +a +aq =26,
) q q

a . a
+a’+a*q* =364. Atalakitva az egyenleteket: — +ag=26—a,
q
2 2
a
—+aq + a*q*+ 2a°, ezért (26 — a)* = 364 + a”. Innen a = 6, s az elsd
q
1 10
egyenletb6l —+¢g=—, g=3 vagy qg= —.
q 3 3

Két megfeleld sorozat van: 2, 6, 18, illetve 18, 6, 2. 10
959. A szimmetriatulajdonsag miatt a k6zEéps6 szam 10; az els6 szdm —, a
q

10
harmadik 10q (g # 0)! Ekkor — + 10g =52, ¢, =5, q,=0,2.
q

A sorozat: 2, 10, 50, illetve 50, 10, 2.

960. Abuzaszemek szdma 1+ 2 +4 + ... + 2% =2% — 1, irdatlan nagy szdm.
Ennyi buza tobbszorosen befedné a Fold teljes felszinét. (Egy masik hasonlat:
ha a buzatarold raktar alapterulete 40 m?, akkor magassdganak éppen a Napig
kellene emelkednie, hogy ennyi buiza belefer]en )

961. 85000 -0, 9510 = 50893 (Ft).

962. Az els6 hajtogatas utan 1 hajtasvonal keletkezik. A masodik hajtogatas
utdn 2 4j hajtasvonal lesz (6sszesen 3), a harmadik utdn 4 4j hajtdsvonal (6ssze-

sen 7), ... , az n. hajtogatds utdn 2"~' Gj hajtdsvonal keletkezik. Osszesen
1+2+4+...+271=2"—1a keletkezett hajtdsvonalak szama.
Megjegyzés.‘

A kapott hajtasvonalak szdma elvi €rt€k, a gyakorlatban csak n€hany hajtoga-
tast végezhetiink. Erdemes kiprobalni!

1

1
963. a) Mindkét méret > =16 részére csokken. Az dsszehajtogatott papir

mérete 1,25 cm X 3,75 cm.
b) 1 + 2+ 4 + 8 = 15 vizszintes és ugyanennyi fliiggbleges hajtasvonal ke-
letkezik.
¢) 1,25 cm, illetve 3,75 cm.
Megjegyzés:
A gyakorlatban a nyolc hajtogatds igen nehezen hajthato végre.

IV
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964. a) Ajelenlegi termelések: 7; = 100 1,03% = 180,6; T,=80" 1,05% =~ 212,3.
A I véllalat méar megel6zte az I-est a termelésben.
b) Az ossztermelések: S;=100-1,03' + 100 - 1,03* + ... + 100 - 1,03* =
20

1,03
=100-1,03 ——— =2 ;
1.03-1 767,6;

1,05% -1
L05—-1
=~ 2777,5. Az eltelt 10 év alatt a II. vallalat termelt tobbet.
965. a) Legyen a véllalatok termelése kezdetben 100 egységnyi!

Az 1. véllalatndl az egyes években 110, 120, ... , 200 a termelés nagy-

. ~ (110 +200)-10
sdga. Az Ossztermelés I S 1550.

S, =80-1,05"+80-1,05*+ ... + 801,05 = 801,05

A 1L vallalatndl jelolje x a novekedés iitemét! 100 - x'° = 200, innen
x= “{/5 =~ 1,072, vagyis a novekedés =~ 7,2%-0s. Az Ossztermelés

100(1‘ﬁ+10/27+‘° 23 +...+”V2T°):
10 _
=100~1<ﬁ<1+1(ﬁ+10 22+...+1<J/27)=100 (Y — /2 Lo

0/2 —1
~ 1493 3.

. . . . (110 + 100 + 10n) - n
b) Ha n évet tekintiink, a két Ossztermelés: 7} = =

2
1(1/7 —
1(1/7 —
n=14 esetén T;=2450, T,;=2447,5; n=15-re T,=2700, mig
T, =2730. A 15. évben a II. vallalat 6ssztermelése nagyobb lesz; s mi-

vel novekedésének liteme gyorsabb, a kiillonbség n6ni fog.

966. A hat hajtogatas utdn 2° = 64 darab réteg keriil egymasra.
a) 64.b) 64-3=192.
967. Els6 megoldds: Okoskodjunk visszafelé!
Mivel a hetedik vevé a maradék almak felét és még egy fél almat kapott, s ek-
kor elfogytak az almak, a hatodik vevs utan 6sszesen 1 alma maradt. Hasonld
okoskodassal az 6todik vevd utan 3 maradt (ebbdl kapott meg a hatodik vevd
1,5+ 0,5 = 2 almat), a negyedik utdn 7, a harmadik ut4n 15, a masodik utdn 31,
az elsd utén 63; s kezdetben 127 volt. (Ellendrizziink!)
Masodik megoldds: Jeloljiik x-szel az almak kezdeti szdmat!

1 x+1

X x—1
Az els6 vevo > + 5= almat kapott, maradt — A masodik vevd

x—1 1 x+1 x—1 x+1 x-3

+—= Imét k - = . Tova
2 5 2 almat kapott, maradt 5 1 2 ovabb

= 5n% + 105n, illetve T, = 100-19/2 ———— = 14933 - (10 2" —1).
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x—1 1 x+1

folytatva az eljarast, a harmadik vevd , ..., a hetedik vev®

4 2 8
x+1 x+1 lmat kapott x+1 x+1 x+1 ) 17
=— . + +ot =X, =127.
> 125 Aimét kapo 7 > > X, innen x
968. Azrsugaru félkor hossza rr.
1 1
a) Az egyes félkorok hossza mértani sorozatot alkot: 7, 57{, Zﬂ,...
1 1 1
Ezek egyiittes hossza 10 1€pés utan 7|1 + > + 7 + ..+ I =
1
510
1 9
1 -
2
b) Az el6z6 atalakitashoz hasonldan megmutathatd, hogy n 1€pés utan
1
(n €N") a spiralis hossza 7|2 — YR ] Ez az érték mindig kisebb,

mint 277; a kor keriilete soha nem érhetd el.
)r(l+2+4+..+2)=n2"-1).

969. Vegyiink fel az abra szerint két érintkez6

kort! J elé%}{ik a korok kozéppontjait B-vel és C-vel,
a kozéppontokbdl az egyik szarra bocsatott merd-
legesek talppontjait rendre E-vel és F-fel; legyen
tovabbd a B kozéppontd kor sugara x, a C kozép-
pontié y.

Mivel a korkdzéppontokon atmend egyenes szim-
metriaokok miatt felezi az A cstcsndl 1évd 60°-os
szoget, ezért az ABE derékszogli haromszog szogei
30° és 60°. Innen AB = 2BE = 2x, hasonl6an AC = 2CF = 2y. Mivel BC =x +y,

igy 2y — 2x =x +y, ahonnan x = %

A kapott eredmény a tobbi érintkez6 korre is igaz; a korok sugarainak hosszai
olyan mértani sorozatot alkotnak, melynek hdnyadosa 3. A sugarak novekvd
sorrendben: —

ror
9 g, r, 3r, Or.

970. Alkalmazzuk a 2'° = 10° becslést! 10'* km® = 10*' m® =~ 2”° m’. (Val6ja-
ban 2% =~ 5,90 - 10%, 2" =~ 1,18 - 10*".) A 40. generaciénak még 70-szer kellene
osztddnia, hogy térfogatuk elérje a Fold térfogatéat. A 110 osztodas idStartama
valamivel kevesebb, mint 124 nap.
971. Minden egyes hajtogatasndl a feliilet felére csokken, a vastagsag kétsze-
rezddik.

a) 10.

b) Ha n jeldli a hajtogatésok szamat (n € N*), akkor 2" - 0,1 > 3,84 - 10"

innen n = 41,8. 42 hajtogatdsra volna sziikség.

IV



IV

236

972.

973.

974.

975.

Sorozatok
a)a,=10"-1;
10"-1
b)b,=4: 9 +1;
10"-1 10"=1  (10"—1)(10"+2)
c) c,= 10"+ 2+ = 9 .
"—1
a) l+g+g*+...+g"! =g7;

g—1

3 2n_1

b) (3+2)(1+g*+g'+ .97 %)= ( +292>(gl >;
g

g1 i 0L oD

g_l g—l g—l

c)2-

a) = 84 cm X 118,8 cm; T, = 9979,2 cm®.
T
b) =21 cm X 14,9 cm; Ty = 2—2 ~ 311,9 cm?.
0
c)=26cmx37cm; T),= >0 =~ 9,7 cm>

Az els6 kiontés utan az 5 g s6 80%-a marad meg; a masodik utdn méar

csak ennek a 80%-a stb. 5 - 0,8' = 0,54 (g), ennyi s6 marad.

976.

Az elsd kiontés utan 19 liter viz marad; a masodik utan ennek a 95%:-a;

a harmadik utdn mar csak a maradék 95%-a stb. A megmaradt viz: 20 - 0,95 ~
=~ 9,27 (1), tehat 10,73 liter alkohol marad az edényben.

977.

978.

a) Az elsd év végén tartozasunk 10° - 1,08 Ft. Ebbdl 10° Ft-ot az év végén
torlesztettiink, igy a masodik év elején tartozasunk 10° - 1,08 — 10° Ft,

ez fog kamatozddni. A masodik év végi torlesztés utdn tartozasunk
10°- 1,087 — 10° - 1,08 — 10° Ft, ltaldban az n. év végén (n € N¥)

10°-1,08" — 10° - 1,08" ' — 10° - 1,08" 2 — ... — 10° Ft.
10°-1,08" — 10° - 1,08" ' = 10°- 1,08" 2 — ... — 10° =

p s 1L,08"—1 . ;
=10"-1,08" - 10 1081 Ha az n. év végén nincs tartozasunk,

akkor 10°-1,08" — 1,25 - 10°- 1,08" + 1,25 - 10° < 0. Ennek megoldasa
n = 20,91, vagyis a 21. év végén fizetjiik vissza a tartozdsunkat. (Az
utolsé évben kevesebbet fizetiink vissza, mint 100 000 Ft.)

b) 20 éven keresztiil 2 - 10° Ft-ot fizetiink vissza. A 20. év végén tartoza-
sunk 1,25-10°—0,25-10°-1,08%" =84 761 Ft; a teljes visszafizetett
Osszeg 2084 761 Ft.

Az n. félhang frekvencidja a 440 Hz alapérték 12‘/27”—szerese. Igy a frek-

venciak kerekitett értékei:

hang

a|b|h|c|cisz| d |disz| e | f |fisz| g |gisz| a

frekvencia (Hz) [440(466|494|523|554|587(622|659|698|740|784|831|880
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979. Legyen a mértani sorozatot alkoté harom szdm a, aq, ag*. Ha egyqittal
szamtani sorozatot is alkotnak, akkor a + ag” = 2aq, innen a(g* — 2q + 1) = 0.
Az a =0 vagy a g = 1 lehet6ségek azt mutatjak, hogy a harom szam egyenld.
Megjegyzés:

Az ilyen tipusu feladatokban kiindulhatunk az a — d, a, a + d szdmtani sorozat-
bol is. Ha ezek a szamok mértani sorozatot alkotnak, akkor (a — d)(a + d) = a?,
d=0.

980. Elsé megoldds: Legyen a szamtani sorozatot alkoté harom szam a —d, a,

1 1 1

a—d a+d ?

b

a +d. Ha a reciprokaik mértani sorozatot alkotnak, akkor

innen d = 0. A hdrom szdm egyenld, de a # 0.

Masodik megoldas: Ha az a, aq, aq2 mértani sorozatbdl indulunk ki, akkor az
1 1 2

—+ — = — egyenletbdl g = 1 (a #0).

a aq aq

981. Elsé megoldds: Legyen a szamtani sorozat harom eleme a, a + d, a + 2d;
ekkor a mértani sorozat harom eleme a,a +d,a + 2d + 1.

Innen a(a + 2d + 1) = (a + d)?, valamint a + 2d + 1 —a = 3. Az egyenletrend-
szer megoldasa d = 1, a = 1. A szamtani sorozat tagjai: 1, 2, 3; a mértani soro-
zaté 1, 2, 4.
Msodik megoldds: Ha az a, aq, ag* mértani sorozatbél indulunk ki, akkor a, aqg,
aq* — 1 szamtani sorozatot alkot (a + ag® — 1 = 2aq) és a + 3 = aq”.

982. Legyen a szamtani sorozat harom eleme 5 — d, 5, 5 + d; ekkor 5 —d, 4,
5 + d mértani sorozatot alkot, tehat (5 — d)(5 + d) = 4*. Innen d = +3, a hdrom
szam 2, 5, 8.

983. Induljunk ki a szdmtani sorozatbdl! A harom szdm Osszege 30, igy tagjai
10 —d, 10, 10 + d; az eredeti mértani sorozat tagjai pedig 10 —d, 6, 10 +d.
Innen (10 — d)(10 + d) =36, d = £8. A hdrom szdm 2, 6, 18.

984. Elsé megoldds: Legyen a harom szam a, a + 3d, a + 24d! Innen
a+a+3d+a+24d = 114, valamint a(a + 24d) = (a + 3d)*. A masodik egyen-
letbdl 2ad = d*. Had = 0, a 38, 38, 38 sorozatot kapjuk; ha d # 0, akkor d = 2a.
Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve a = 2, d = 4 adddik; ekkor a harom szdm
2, 14, 98.
Mdsodik megoldds: Legyen a hdrom szam a, aq, aq®! Ekkor a + aq + aq* = 114,
valamint 8(aq —a) = aq* — a. Mivel a #0, a masodik egyenletbsl 8(q — 1) =
=¢*— 1;innen g, = 1 és ¢, = 7 adddik stb.

985. Elsé megoldds: Legyen a harom szam a, aq, ag*! Ekkor a + aq + aq* = 26,
valamint (a + 1) + (aq” + 3) = 2(aq + 6). A két egyenlet kiilonbségébsl ag = 6,
visszahelyettesitve az els§ egyenletbe 3g> — 10g +3 =0. A két gydk g, =3,

1
q,= g; a kezd6tag a, =2, a, = 18. A hidrom szdm 2, 6, 18 (vagy 18, 6, 2 sor-

rendben).

Mdsodik megoldds: A szadmtani sorozat hdrom tagjdnak 6sszege 26 + 1+ 6 +3 =
=36, igy a szamok 12 —d, 12, 12 +d. A 11 —d, 6, 9 + d szdmok mértani soro-
zatot alkotnak, innen (11 —d)(9 +d) =36, d*—2d — 63 =0. Ennek gyokei

IV
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d, =9, d,=—7; a szdmtani sorozat 3, 12, 21 vagy 19, 12, 5; a hozzéjuk tartoz6
mértani sorozatok 2, 6, 18, illetve 18, 6, 2.

986. Ha a szdmtani sorozat harom tagjaa — d, a, a + d, akkor a kezdetia — d,
a—4,a+dés avégséa—d,a,a+d+ 32 szdmok is mértani sorozatot alkot-
nak. Innen (a —d)(a+d)= (a —4)%, valamint (a —d)(a +d +32) =a* Az

egyenletrendszer megoldasa (d;a) = (8;10) vagy (d;a) =

3 9 ] ; a harom
10 50
szam lehet 2, 6, 18 vagy —, — —, — .
o 99 (@+dy (@+dy
987. Legyen a négy szdma —d, a, a +d, p; ! Ekkora —d + p =
=22, a+a+d=20. Az egyenletrendszer megoldasa (d;a) = (4;8), illetve
(d;a) = (—5; 12,5). Anégy szam 4, 8, 12, 18; vagy 17,5, 12,5, 7,5, 4,5.
988. Legyena,=dn+c (n€N*,d #0)!
a)a,+a,,,=dn+c+dn+1)+c=2dn+ 2c +d szintén szamtani so-
rozat (a differencia 2d).
b)a,,, —a,=d, alland6 szdmtani sorozat.
c) 2a Zdn +2c szamtanl sorozat.
d) a}=d’n* + 2dnc + ¢* ez Gn. méasodrend(i szdmtani sorozat (a szom-
szédos tagok kulonbsege alkot nem alland6 szdmtani sorozatot).
e) 2%=2¢(2%)" mértani sorozat (g = 2).
989. Szamtani sorozatokat kapunk.
990. Aza)—f) esetekben mértani sorozatokat kapunk.
Legyena, =a,q""' (a,, q> 0, neN")!
a)a,+a, =aq " +aq" =al+q9)q

"~! mértani sorozat (a kvo-

ciens q).
b)a q - alq =a,(q — 1)¢"". (Hag = 1, a konstans 0 sorozat adédik.)
¢)2a,="2a,9"

d)a’=a (q2> , a hanyados ¢*.

o fa == far ()

11 (1)
ey
an

a \9q
g)lga,=lg(a,q" ") =lga, + (n — 1)Igq, szdmtani sorozat (Igq a kii-
16nbség).

991. Ha a pératlan sorszamu tagok 6sszegét A-val jeloljiik, akkor a paros sor-

szamu tagok Osszege gA (g a sorozat hinyadosa). A +gA = 34, innen g = 2.

(4 = 0 nem lehet, a tagok pozitivok).

992. Legyen A =a,+a, +a,+agés B=a, +a;+as+a,! Ekkor A + B = 250,
8

A — B =150; innen 4 =200, B =50, s mivel A =¢B, q = 4. a1‘4— =250,

1
' _20 s 50
RE A= 51845 ~ 4360 0T AT 369

n—1
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993. a) Legyen a haromszog harom oldala a < aq < ag® (g = 1). A hdromszog-
egyenlGtlenségnek teljesiilnie kell, ezért a + aq > aq™;
innen ag” — aq — a < 0. Az egyenl&tlenség megoldésa

1-/5 1+/5 1+,/5
2

5 <g< S, Haromszoget 1 <g <

=~ 1,62 esetén

2 J5-1

—— = 0,62

1+f5: 2

kapunk. |Ha nem tessziik fel, hogy g = 1, akkor

J5-1 1+ /5
<qg< .
2 2
b) Ha a haromszog derékszogii, akkor a* + a’q* = a’q".

+/5

1
Innen ¢* — ¢* — 1 =0, a pozitiv gyok ¢* = — Ebbdl a pozitiv g

1+/5 .
értéke — = 1,27; ekkor a derékszogli hAromszog oldalai mér-

tani sorozatot alkotnak. [ Lehetséges a reciprok megoldas is, ekkor

J5-1

2

az also korlat:

q= =~ 0,79.
. n—1)n
994.4)S=3-(2"—1); P=3"2 2 ; N=3-(4"—1);

n

R_l,l‘[i]z.[l g

3 1 3 n |
-~ 2
2 . q"—1
b) Ha a sorozat nem élland6 (g # 1), akkorS=b1-j;
, - bn -1 q
=gt s N= T
1 q_l
1 n
! L{_] 1
b1 bha-D | ¢
! n
Ha a sorozat allando, akkor S =n-b,, P =0b7, N=n~b12, R=—.

bl
995. Ha a mértani sorozat minden tagja 3, akkor 31 elem 6sszege 93; ekkor

ban 31 - —# —.
azonban 3#48

IV
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Ha a mértani sorozat a, =a,-q""' (n €N, g # 1) alaki, akkor az els§ n tag-
"—1
janak Osszege S, = a; 1 -1

_a (1
B aa-n [l qn]‘

az els6 n tag reciprokanak Osszege

mnen s, =3 L Lm0 r =1 |1 Lo 2l Az clss egyentet

nnen S, = =1 >R=50T) . = g - Az elsG egyenlet-
31

bl (¢" — 1) =31(g — 1), a masodikbodl (" — 1) = 16 q" (g —1);inneng" " = 16,

vagyis ¢" = 16q. Visszahelyettesitve ¢ =2, n = 5, a tagok: 3, 6, 12, 24, 48.

996. A 20. év végén a faallomany 10000 -1,06%, majd ritkitds utdn
9000 - 1,06°°m* lesz. Ugyanigy a 23. év végén 9000 - 1,06 - 1,15% illetve
8100 - 1,06™ - 1,15° m?, a 26. év végén 8100 - 1,06” - 1,15°, illetve 7290 - 1,06% -
-1,15°m?, vagyis=~54079m’® a faillomany. A kitermelt fa mennyisége
1,06% - (1000 + 900 - 1,15° + 810 - 1,15°) m?, vagyis 13 600 m® fat vagnak ki.

997. a, =63,

1 2
q

1.
a q
g

1
=30. Legyen z=—+g¢q, ekkor
q

a3z — 1) = 63, a,z = 30. A két egyenlet hanyadosabol 30(z* — 1) = 63z, innen
1022 — 21z — 10 =0. z = 2,5 vagy z = —0,4; az els6 esetben g =2 vagy ¢ =0,5
(ay=12), mig a masodik esetben nincs megoldas.

Két lehetséges sorozatot kaptunk: a, =3 - 2" illetve a, = 48 -0,5" .

Rekurziv sorozatok

Explicit és rekurziv alakok

998. A sorozatok kezdGtagjat 1-t6l indexeljik, igy n pozitiv egész szam.

a) Explicit alak: a, = 2.

Rekurziv alak: han = 2, akkora, =a,_;; a, = 2.

Egy masik rekurziv megadas pl.a, =a,_, (n = 3), a,=a,=2.
b) Explicit alak: b, = 2n + 4;

Rekurziv alak: b, =b,_, +2 (n = 2), b, =6.
c¢) Explicit alak: ¢, = 2n — 4;

Rekurziv alak: ¢, =c,_, +2 (n =2), ¢, = 2.
d) Explicit alak: d, = 2""%

Rekurziv alak: d,=2d, , (n =2), d, =8.

n

1
e) Explicit alak: e, = 8 - [—3} :

1
Rekurziv alak: e, = 56,,,1 (n=2), e,=—4.
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999.

f) Explicit alak: f, = (= 1)" - 2;
Rekurziv alak: f,=—f,_, (n=2), fi=2.

g) Explicit alak: ha n paratlan, g, = 3; ha n péaros, g, ="7.
Masik lehet6ség: g, =2 - (—1)" +5.
Rekurziv alak: g, =g, , +4-(-1)" (n=2), g, =3.

. nin—1)
h) Explicit alak: hn:5+1+2+3+...+(n—1)=5+?=
_ n*—n+10
2
Rekurziv alak: i, =h, +n—1 (n=2), h, =5.
) o ) n(7+2n+5) 5
i) Explicit alak: 1n=7+9+...+(2n+5)=f=n + 6n.
Rekurziv alak: i, =i, + (2n +5) (n=2), i, =17.
j) Explicit alak: j, =n!.
Rekurziv alak:j, =n-j,_, (n=2), j,=1.
1
k) Explicit alak: k, = — .
n
k, n—1 n—1
Rekurziv alak: = ,innenk, =k, _,.—— (n=2), k,=1.
n—1 n n
Egyéb lehetoségek: k, — k ! ! !
t ck,—k,_  =—— =—
D JRErOReg e Fon = o = S T nn+1)’
1
igyk, =k, ———;
A nn+1)’
k, k i k ! !
VA o = i ) N T e )k,

[) Explicit alak: [, = /n+ 7.

n+7
Rekurziv alak: [, =1, _,- e n=2), = /g

a)a,=a, +2 n=2), a,=-1.
b)b,=b, ,+n (n=2), b,=1.
c)c,=2c, , (n=2), ¢,=3.
dyd,=—d, , (n=2), d =1
e)e,=—2, _, (n=2), e,=-2.

3
N1, :fnfl_m (n=2), fi=5.

1
g)gnzg (n=2), g, =2.

n—1

IV



IV

242 Sorozatok

Rekurziok osztdlyozdsa

1000. a) Ez a szamtani sorozat rekurziv alakja; allandé egytitthatés, elséren-
dd, d = 0 esetén homogén, egyébként inhomogén, linearis rekurzio.
(Az explicit formula: a, =c + (n — 1)d, (n = 1).)

b) Ez a mértani sorozat: alland6 egyiitthatds, elsérendd, homogén, li-
nedris rekurzi6. A mértani sorozat explicit alakja b, = cq"™' (n > 1).

¢) Nem 4lland6 egyiitthatds, els6rendii, homogén, linedris rekurzio.
Megoldasa ¢, =n! (n = 0) a 0! = 1 megéllapodassal.

d) Els6rend, masodfokt (nemlinedris) rekurzio.

e) Masodrendd, tortes (nemlinedris) rekurzio.

f) A jol ismert Fibonacci-sorozat: alland6 egyiitthatés, masodrendd,
homogén, linearis rekurzid. (Leonardo Pisano (1175—1250) italiai
matematikus vizsgalta el8szor ezt a sorozatot.)

g) Negyedrendli homogén nemlinearis rekurzio.

1001. Asorozat explicit alakja a, = 2n (n € N").

a)a,=a, ,+2(n=2), a,=2.

ba,=a, ,+4(n=3), a,=2,a,=4.

Egy masik lehetdség: mivel barmely kozbiilso tag a szomszédos tagok

a,_,+a
szamtani kozepe, n = 2 esetén a,= >

a,,,=2a,—a,_, Innen indexeltolassal a, =2a, _, —a,_, (n = 3),

n

n—1 n+1

, vagyis

a,=2ésa,=4.
ca,=a,_ ,+8n=5),a,=2,a,=4,a,=6,a,=38.
an72+an71+an+an+l+an+2
5
atalakitvaa, , ,=—a,,,t4a,—a,_,—a,_,(n=3), a,=2,a,=4,
a,=6,a,=8.
@, +2)(a, ,+2)

d) Pl a,= , a,=2,a,=4.
a

n

Masik lehetség: az a,= Osszefliggést

n—1
Teljes indukcio
1002. a) Az a,= /5 , 3= /g , a,= 2 behelyettesitések alapjan az explicit

alakra az a,= ‘/; Osszefliggést sejthetjiik meg. Teljes indukcidval

bizonyitunk: feltessziik, hogy a, = ‘/; , s kérdés, hogy a, .= /k+ 1
teljesiil-e. A rekurzios Osszefiiggés és az indukcids feltevés alapjan

2
a = [1+al =/ 1+‘/; =,/1+k , vagyis sejtésiink igaz. a,,, = 10.
b) Sejtés: a,= /n + 99 . Teljes indukcidval bizonyithatunk. Az ,,6rok-

2
16dés” az a, = [1+a> = [1+ Jk+99 = /k+100 atalakitds-
bol kovetkezik. a,y, = /199 .
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2 3 4
1003. A sorozat néhany kezdGtagja alapjan |a,= 3BT uT 5| a
n
a,= sejtést probalhatjuk bebizonyitani az a, = —— indukcids feltevés-
n+1 k+1
o , 1 1 k+1 o
bdl kiindulva. Mivel g, , ;= 2—a, = , k4o leyaz explicit kép-
k+1

let valéban a,= .
" on+1

1004. Elsé megoldds: A sorozat tagjainak harommal val6 osztasi maradékai

(2,0,2,0, ...) periodikusan ismétlédnek, mert a sorozat barmely tagja csak az

6t kozvetleniil megeldz6 tagtol fiigg. Igy a sorozat paros indexii tagjai — és csak

azok — oszthatdk 3-mal.

Megjegyzés:

A periodicitas egyébként — a skatulyaelv miatt — barmely rend rekurziv 6ssze-

fiiggés és a 3-as helyett tetszGleges modulus esetében is fenndll, ha a sorozat

elemei egészek.

Masodik megoldds: A sorozat kezdGelemei 2, 3, 5,9, 17 stb. Eszrevehetjiik, hogy

mindegyik tag eggyel nagyobb egy kettShatvényndl, igy aza, =2""'+ 1 (n > 1)

explicit alakot sejthetjiik meg. Az indukcios feltevés a, = 21+ 1, ebbdl kell be-

latnunk, hogy a,,, =2 + 1, ez pedigaza,,, =2a, — 1 =22 '+ 1) -1 =2+ 1

atalakitasbol mar kovetkezik.

2"~! + 1 ugyanazt a maraddkot adja 3-mal osztva, mint (—1)""" + 1, tehét a so-

rozat paros indext tagjai oszthatok 3-mal.

Elsérendi linearis rekurzidok

1005. frjuk fel azi. tag rekurzids alakjat rendre azi = 1,2, 3, ..., n esetekben:

a,=c,

a,=a; +f,

aS = az +f2’
a;=a;_+f_,

a,=4a,, +fn71‘
Az egyenleteket 0sszeadvaa, =c +f, +f, + ... +f,_,

n—1
rovidebben a,=c + 2 f;|. Vagyis minden olyan esetben felirhatjuk a -et zart
i=1
alakban, amikor az f, + f, + ... +f,_, Osszeg zart alakra hozhato.

IV
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1006. a) Aza,=a, ,+n+2 (neN',n=2,a,=10) Osszefiiggésbdl

a, =10,
a,=a,+4,
a,=a,+5,

a,=a, +n+2.

n

Az egyenleteket Osszeadvaa, =10+4+5+ ...+ (n+2) =
+(4+n+2)(n—1) B n*+5n+ 14

2 2

2005%+ 5-2005 + 14

05 = 5 =2015032.

b) A 3-mal vald oszthatdsag szempontjabdl elég vizsgélni az

n*+5n+ 14 . . .

a,=———H explicit alak szdmlalgjat, hiszen 2 és 3 relativ

primek.

Ha n maradéka 0, 1 vagy 2, akkor n? + 5n + 14 maradéka rendre 2,

2, 1. Vagyis ebben a sorozatban nincs 3-mal oszthato tag.
1007. Elsé megoldds: Az els csticsbdl (n — 1) darab szakaszt huzhatunk (ki-
marad 6nmaga); a masodik csiicsbol mar csak (n — 2)-t, hiszen az els6 csicesal
mar 0Osszekotottiik egyszer; a harmadikbdl (n — 3)-at stb; végiil az utolso,
(n — 1). csticsbdl mar csak egy szakasz htizhato.

=10

, s igy

nn-—1

A behuzott szakaszok szdima 1 +2+ ...+ (n—1) = %, az atlok szama
nn—1) nn—3)
—y  Th=E—
Masodik megoldds: Minden cstcsbdl n — 3 atlot huizhatunk; ez n(n — 3) atlot je-
nn—3)

TR
Harmadik megoldds (rekurzidval): Ha a konvex (n — 1)-szog 4tldinak szdma
A, _,, akkor az n. cstcs felvételekor n — 3 4j 4tl6 keletkezik, valamint egy korab-
bi oldaléIbdl is atlo lesz. Vagyis azA,=A,_,+n—2 (n = 4, A, = 0) rekurzid
explicit alakjat kell elallitanunk.

tehat

lent. Mivel minden atlot kétszer szamoltunk, az dsszes atlé szama

n(m—3)
B

1008. Adott szimu egyenes esetén a legtobb sikrészt akkor kaphatjuk, ha az

egyenesek kozott nincsenek parhuzamosak, és semelyik ponton nem megy at

kett6nél tobb egyenes. (Véges szamu egyenest igy mindig felvehetiink.)

Az alabbi tablazatban feltiintettiik, hogy n = 0, 1, 2, 3, 4 egyenes felvételekor

hany tartomény keletkezett.

Ennek megoldasa a hagyomanyos médonA4,=2+3+...+(n—2)=

egyenesek szdma: 0O|12]3]4
tartomanyok szdma: | 1 | 2 | 4 | 7 |11
kiilonbség: | 1 | 2 | 3 | 4 |
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Eszrevehetjiik, hogy a szomszédos tartomanyszamok kiilonbsége eggyel né.
A sejtés bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy n — 1 egyenes S, _, részre osztja a sikot.
Az n. egyenes elmetszi a kordbban felvett n — 1 egyenest, ekkor n — 1 4j tarto-
many keletkezik; valamint az utolsé metszéspont utin szintén kapunk egy to-
vabbi (nem korlatos) sikrészt. Vagyis n egyenes legfeljebb S, _; + n részre oszt-
ja fel a sikot, mint azt sejthettiik.

AzS, =S8, ,+n(n=1,S,=1) rekurzié megoldésa:

nn—1)

S,=1+1+2+...+n=1+ ; legfeljebb ennyi részre oszthatja n

egyenes a sikot.

1009. Adott szamu kor felvételekor a legtobb sikbeli tartomanyt akkor kap-
hatjuk, ha barmely két kor két pontban metszi egymést és semelyik metszés-
ponton nem megy at kett6nél tobb kor. (Ellenkez6 esetben a tartoményok sza-
mat novelhetnénk.) A tovabbiakban tehat csak az ilyen helyzetd korokkel fog-
lalkozunk.

Tegyiik fel, hogy n — 1 darab kor k,_, részre osztja a sikot. Az n. kor felvétele-
kor 2(n — 1) metszéspontot kapunk, s mindegyikhez tartozik egy Uj tartomany.
Igyak,=k, ,+2(n—1) (n=2, k, =2) rekurziv dsszefiiggést kapjuk, ennek
megoldasak, =2+2(1+2+...+(n—1)=2+n(n—-1)=n*—n+2.

A maximadlis helyzet el is érhetd. TetszOleges n esetén megadhatunk n darab
kort agy, hogy barmely kett6nek két metszéspontja legyen. PL. egy adott kort
rogzitett iranyban (n — 1)-szer ,,kissé” eltolunk; ha az els6 és utolsé kor kdzép-
pontjdnak tdvolsdga kisebb, mint a kor sugara, akkor mindegyik kor metszi
mindegyik kort, killonb6z6 pontokban.

1010. Az alabbi tablazatban az n = 1, 2, 3, 4 téglalaphoz tartoz6 maximalis
tartomanyu sikfelosztas adatai lathatok.

téglalapok szdma: 11234
tartomanyok szama: | 2 | 6 | 14 | 26
kiilonbség: | 4 ]8]12]

Legtobb sikrészt akkor kapunk, ha barmely két téglalap négy pontban metszi
egymast. (Ez a helyzet el is érhet6.) Tegyiik fel, hogy (n — 1) darab téglalap
t,_, részre osztotta fel a sikot! Az n. téglalapnak a korabbi téglalapokkal
4(n — 1) metszéspontja van, s mindegyik metszésponthoz egy-egy 1j tartoméany
tartozik. Innen ¢, =¢,_,+4(n—1) (n = 2, t;=2). A rekurzié6 megoldasa:
24448412+ . +4n-1)=2+4" (1+2+3+..+(n—-1)) =
=2n— 2n + 2.

1011. Irjuk fel a sorozat néhany kezdotagjat és vizsgaljuk a szomszédos tagok
kiilonbségét:

a,=e,

a,=b-a,+c,

a,=b-a,+c,

a,=b-ay+c,

A‘kﬁlénbségek: a,—a,=b-a,+c—e,a;,—a,=b(a,—a,), a,—a,=b(a;—a,), ...
Definiédljuk a (d,) kiilonbségsorozatot d,=a; —a,_, (i = 2) formdban, ekkor

IV
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d,=b-a,+c—e(=éllandd),d;=b-d,, d,=b-d, ... Vagyis (d,) egy b hanya-
dost mértani sorozat,d, = b" "> d,. Mivela, =d, +a, ,, a, ,=d,_,+a,_,, ...
a,=d,+a,, a (d,) sorozat ismeretével egy olyan elsérendti rekurziét kaptunk
(a,) -re, melyben a,_, egyiitthatdja 1. Ennek megoldasa mar korabban lattuk:
a,=a,+d,+d;+d,+ ... +d, innen

bnfl_l bnfl_l
ﬁd2=e+ﬁ (b€+C—€).

1012. Els6 megoldds: A sorozat kezdGtagjai: a, =3, a,=2a,+1=7, a,=
=2a,+1=15, a,=2a,+1=31. Akiilonbségsorozatd, =4, d;=8, d,=16, ...,
d,=2"1gya,=a, +d,+ds+...+d,=3+4+8+ ... +2"=2" -1,

P

Masodik megoldds: Behelyettesithetiink az el6z6 feladat megoldasaban leveze-

n—1_

a,=a,+

tetta, = e + (be + ¢ —e) formulaba: a, =e =3, b=2, c=1, igy

b1
(2:3+1-3)=2""-1.

e
@ 2-1

Harmadik megoldds: Az explicit alak konnyen megsejthets, dolgozhatunk teljes
indukcidval is.
Megjegyzés:
Akiilonbségsorozat hasznalata miatt kissé kényelmesebb az (a,) sorozatot 0-t6l
indexelni.
1013. a) a,, = 4.

b) a,,=3" +4.

c)a,=3""+4.
1014. Ha ¢, = 0, akkor a rekurzi6 homogén, egyébként inhomogén. Az élta-
lanos megoldast a specidlis homogén rekurzié megoldasa segitségével allitjuk
eld.
A tovabbiakban feltessziik, hogy b, # 0 (egyébként a rekurzid elfajul). Legyen

ac, = 0 esethez tartoz6 homogén rekurzié megoldasa (h,): h,=b, h, ; (n =1,

a
h, értéke egyelSre szabadon valaszthatd); majd tekintsiik a (g,,) = [h—"] soroza-
tots 1= Pulmt G Bumn | Cn oo ot =1
ot: — = — = — . Az igy kapo = —,(n=1,
hn hn hn hn ., hn gy p qn qnfl hn (n q()

¢ c
kés6bb meghatarozandd) rekurzié megoldasa g, =g, + h—l + h—z + ..+ h—"
1 2

n C.: a a n  C.
vagy rovidebben g,+ 3! —-|.Innen — = —>+ 3 " vagyis
-1 h h,  h h;

i n i=1

A
hy " ni§1 h

Ahomogén rekurzié megoldasa h, = h,b b, ... b,. (Ha b, allando, akkor specia-

a,=
i

lis esetként a mértani sorozatot kapjuk meg.) Lathato, hogy a /i, = 1 valasztas
a legkényelmesebb; ekkor h, =b b, ...b,, és a,=ayh, +h, i}

i=

hi
hi
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5 21
1015. Eisé megoldas: A sorozat néhany kezdbtagja a, =1, a, = > a,= -
85 .
3= o stb. Megsejthetjiik, hogy ha a sorozat egyik tagja — , akkor a kovetke-
y

dx+1

z0 tag ; igy a,, olyan tort alakban irhatd, melynek nevezgje 2", szamlalo-

japedigazx,=4x, , + 1, x, =1 rekurziv Osszefliggésbdl hatarozhaté6 meg. Ez
utdbbi megoldasi képletét mar kordbban levezettiik, most vagy indexeltolast al-
kalmazunk, vagy x, = 5 kezdGtaggal szimolunk:
4n71_ n+1_ 1
— (4 5+1-5)= ——F.

4-1 ( ) 3

4" +1_ 1

Sejtésiink alapjan a, = 7 , ezt teljes indukcidval bizonyithatjuk. Az alli-

x, =5+

& k

tds n=0-ra igaz. Ha q,_, = PYTE (ke N"), akkor a, =2a,_, +

1

41 [1]k g3 gk

=2 +|—= + = , tehat valoban fennall az
3.280 |2 3.2 328 32t
Oroklsdés.
Mdsodik megoldds: Helyettesitsiink be az altalanos képletbe. A h,=2h,_,
1 n
(n = 1, hy=1) homogén rekurzié megoldasa s, =2". Mivel b, =2, ¢, = [3] ,
2 3 n
I B 1
z n n E 2 2 2
1gyan=2 +2 74‘74‘74‘...4‘7 =
1 1 1 1 1
=2"1+—4+—F+—+..+—|=—(1+22+ 2%+ . +2%) =
22 24 26 22n ] on ( >
1 22n +2_ 1 4" +1_ 1
_5[ 21 ]_ 3.2

1016. Asorozat néhany kezdStagja: a, =1, a, =3, a, =8, a; =19 stb.

Els6 megoldds: Alkalmazzuk az €l6z6 feladat megolddsi modszerét (b, = 2,

c,=n).Ah,=2-h, , (n=1, h,=1) homogén rekurzié megoldasa i, = 2", igy
1 2 3 n

2+22+23+...+2n]:

=2"+2" 11 +2"2 242773+ ... 42 (n—1) + 1 -n. A2" tag utani dssze-

get felfoghatjuk, mint n darab mértani sorozat dsszegét:

a,=2"+2"

IV
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(1) 1+2+4+...+2"'=2"—1;
(2): 14244+ . 4277 =271,

n—=1);1+2 =22-1;

(n): 1 =2-1.

Ezek osszege 2" —n —2,1igya, =3-2"—n—2.

Mdsodik megoldds: Tekintsiik az (a,) sorozat kiilonbségsorozatat.

d=a,—a, =2a, ,+n—-1-—(2a, ,+n—-2)=2d,_,+1. d,=2,a(d,) so-

IV  romtexplicitalakjad, =2 +3- (2" = 1)=3-2""'~ 1 (n > 1).

Innena,=a,+d,+d,+...+d,=1+3-(1+2+4+...+2"HY—n=

=1+3-2"-3-n=3-2"-n-2.

1017. a) A sorozat néhany kezd6tagja: a,=1, a, =5, a,=19, a,=065.
Ah,=3h, ,, (neN', hy=1) homogén linearis rekurzié megoldasa

h, =3"A > 2 ték
=3"A-+—+..+—0 Srté
" 3 32 3 0sszeg Cricke

1 2)
2 3 2 3 2 n+1 7 -.1
32 [T e

1_7

3
n+1
2

an=3"+3”2—3[§] =3l gntl

Az explicit alak a, = 3""' — 2"*! (n e N™).

n+l1

b) Az els6 n elem Osszege S, = — - 241,

c) A 3" — 21 Kifejezés 5-tel vald osztasi maradékait vizsgaljuk. Az
oszthatdsagi szempontbol egyenértékii (—2)"*! — 2"*! kifejezés parat-
lan n értékekre nulla maradékot ad, paros n-ek esetén —2 - 2"*! a ma-
radék. Tehataza, =3a,_, + 2" (n€N", a, = 1) sorozatban csak a pa-
ratlan sorszdmu tagok oszthatdk 5-tel.

Megjegyzés:

Egyes esetekben specidlis megoldasi modszereket is alkalmazhatunk. Az
a,=1,

a,=3a,+?2,

a,=3a,+ 2%

a, ,=3a, ,+2",
a,=3a, ,+2"
egyenletek Osszeaddsa el6tt azonos egylitthatdkat allitunk el6 mindkét oldalon.
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Azn. (utols6 el6tti) egyenletet megszorozzuk 3-mal; az (n — 1). egyenletet 3%-nal,
az (n — 2).-et 3°-nal, ..., végiil az els6 egyenletet 3"-nel. Az igy kapott egyenle-
teket Osszeadva a, =3"+2-3""'+27-3"2+ ...+ 21 -3+ 2" Ezt tekinthet-

2
jiik egy 3" kezdGtagu és 3 kviciensti mértani sornak, amit a hagyomanyos kép-

lettel dsszegezhetiink; vagy megszorozhatjuk a (3 — 2)-es tényezdvel, s igy ne-
vezetes azonossagot kapunk: 3" — 2"*! (n > 0).

1018. Jelentse a, az n. év végén meglévs Osszeget, ekkor tulajdonképpen az
a,=20000-1,05, a,=(a,_,+20000)-1,05=1,05a,_, +20000-1,05 rekur-
ziot kell megoldanunk (n = 2).

Az elsd év végén a, = 20 000 - 1,05 az 6sszeg; a masodik év végén ez tovabb ka-
matozik, értéke 20000 - 1,05 lesz; s az Ujonnan betett 20000 Ft tovabbi
20000 - 1,05 értéket ad.

A harmadik év végére (20000 - 1,05% + 20000 - 1,05) - 1,05 + 20 000 - 1,05 =
=20000 - 1,05% + 20 000 - 1,05% + 20 000 - 1,05 a kamatozott 6sszeg. Eszrevéve a
szabalyossagot, az n. év végére 20 000 - 1,05" + 20000 - 1,05" " + ... + 20000 - 1,05

a teljes 0sszeg, ami nagyobb vagy egyenld, mint 1 000 000. Ezutan alkalmazhat-
juk a mértani sorozat 0sszegképletét. Eredmény: n = 24,97, vagyis n = 25 év.

Masodrendi rekurzidok

1019. A sorozat kezd6tagjai 0, 1, 1, 7, 13, 55, 133, ... Az (a,) sorozat meg-
oldasit a,=x" alakban keressiik; ekkor az x" =x""'+ 6x""* 4talakitas utan
¥ 2(x* —x — 6) = 0. Mivel x # 0, az x* —x — 6 = 0 Gin. karakterisztikus egyenlet
gyokei b = —2 és ¢ = 3. Ez azt jelenti, hogy aza, =a,_,+ 6a,_, Osszefiiggést az
a,=0b"=(-2)" és aza, = c" = 3" mértani sorozatok is kielégitik. S6t az altala-
nos megoldast b" és ¢" linearis kombinacidjaként kaphatjuk meg. (Egyszerti be-

P

helyettesitéssel meggy6zddhetiink arrdl, hogy a mértani sorozatok linearis
kombinéacidja valoban megoldasa az eredeti rekurzidnak.)

Aza, = ub" + vc" altalanos megoldasban az u, v értékeket aza, =0, a, = 1 kez-
deti értékek illesztésével hatarozhatjuk meg. Az a, = 0 feltételb6l u +v =0, az

a, =1 feltétel miatt —2u + 3v = 1. Az egyenletrendszer megolddsa u =— 3

1
v=3; tehat a sorozat explicit alakja a,= — 5 (=2)"+ 5 3",
Hasonl6an jarhatunk el minden a,=b-a,_, +c - a,_, rekurzié megoldasakor,
ha a karakterisztikus egyenletnek két valos gyoke van; s6t akkor is, ha a két
gyok komplex.

IV
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Megjegyzés:

A megoldast mértani sorozatok linedris kombindcidjaként kerestiik. Elképzel-
het, hogy mas tton is eljuthatunk ehhez az eredményhez; de ez a modszer a
gyakorlatban mindig célhoz vezet, tehat altalanosan alkalmazhatd.

1020. A sorozat megolddsat a, =" alakban kereshetjitk. Az x" = ¢~ — "2
egyenletbSl X" (x> — Sx + 6) = 0. x # 0, igy az x* — 5x + 6 = 0 karakterisztikus
egyenlet gyokei b = 2 és ¢ = 3. Innen az altalanos megoldas a, = ub" + vc" alakq.
a)Ha a;=0, a, =1, akkor u +v =20, 2u + 3v = 1. Az egyenletrendszer
megoldasav =1, u = —1, a sorozat explicit alakja a, = —2" + 3".
b)Ha a,=1, a, =2, akkor u +v =1, 2u + 3v = 2. Az egyenletrendszer
megoldasav =0, u =1, a sorozat explicit alakja a, = 2".
c¢)Haa,=1,a,=— 2, akkor u +v =1, 2u + 3v = —2. Az egyenletrend-
szer megoldasa v = —4, u =5, a sorozat explicit alakja
a,=5-2"-4-3"
1021. Els¢ megoldds: Az x*—2x+ 1=0 Kkarakterisztikus egyenlet gyokei
egyenldk: b =c=1. Most az a, = ub" +vc" = (u +v)b" = yb" atalakitis miatt
csak egyetlen y kezdeti allandonk marad; ezt altalaban nem lehet Ggy megva-
lasztani, hogy a, = —2 és a, = 3 egyszerre teljesiiljon. Altaldnosan megmutatha-
t6 (pl. a Viete-formulak segitségével), hogy a, =n - ¢" is kielégiti az eredeti re-
kurziv 6sszefiiggést, ezért b = ¢ miatt a megoldast a, = ub" + vnc" = (u + vn)b"
alakban allithatjuk eld.
Az a,= -2 és a, = 3 kezdofeltételek alapjdn u = =2 ésu +v=3. Innenv =5,
igy b = 1 figyelembe vételével a, = (=2 + 5n)b" = 5n — 2 adddik (n = 0).
Masodik megoldds: A sorozat kezdGtagjai: —2, 3, 8, 13, 18, ... ; sejthetS, hogy
ez egy 5 kiilonbségi szamtani sorozat. Bizonyithatunk teljes indukciéval, vagy
specidlis modszerként észrevehetjiilk, hogy a rekurziv formula atalakithato:

a,—a, ,=a a,_,, vagyis az (a,) sorozat kiilonbségsorozata allando.

n n-1"_

1022. Jeloljik f,-nel az n. hdnapban meglévé nydlparok szdmat (n € N). Ek-
kor f, =f,=1, fy=2. A tovabbi f, értékek meghatarozdsdhoz vegyiik észre,
hogy minden hénapban az el6z8 hénapindl annyival tobb nyudlpér lesz, amennyi
két honappal korabban volt a parok szama. (Ugyanis kéthénapos korban mar
tenyészképesek a nyulak.) Vagyis érvényes az f, =f,_, +f,_, (n = 3) rekurziv
Osszefiiggés, s ez alapjan:

n|1(2|3|4|5(6|7|8]|9[10|11]12
Lol 1| 1] 2]3]|5]|8[13]21|34|55|89 |144

Ha az (f,) sorozatot tovabb folytatjuk, akkor az tn. Fibonacci-sorozat tagjait
kapjuk.

1023. Jeloljiik e,-nel azt a szimot, ahanyféleképpen ki tudunk fizetni n forin-
tot 1 és 2 forintosokkal, ha az érmék sorrendjére is tekintettel vagyunk (n € N).
A feladat e, meghatarozasa.

Ha a kifizetést 1 forintossal kezdjiik, akkor a tovabbiakban (n — 1) forintot kell
kifizetni 1 és 2 forintosokkal; ezt a kifizetést e, _,-féleképpen tudjuk megtenni.
Ha viszont az els6 kifizetett érme 2 forintos, akkor a tovabbiakban (n — 2) fo-
rintot kell kifizetni; ezt e, ,-féleképpen tehetjiik meg. A kifizetést vagy 1, vagy
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2 forintos érmével kezdhetjiik, igy az e, =¢,_,+e,, (n = 2, ¢,=1, ¢,=2)
Osszefliggést kapjuk. A rekurzié ismételt alkalmazédsaval az 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34,55, 89, 144, 233 stb. szamokat kapjuk, vagyis e,, = 233.

Megjegyzés:

Eszrevehetjiik, hogy e,, = f,; (altalaban e, =f, ,, a Fibonacci-sorozat n. tagja).
1024. Jeloljiik / -nel azt a szdmot, ahanyféleképpen egy 12 szintes 1épcst te-
tejére felmehetiink (n € N*)! Ekkor [, =1, [,=2¢és1, =1, +1,_, (n=2), in-
nen /,, = 233. (Altaldban [, =f,,,.)

1025 Jeloljiik d,-nel azt a szamot, ahdnyféleképpen egy 2Xn-es tablazatot
2x1-es domindkkal lefedhetiink (neN™).

Az els6é domind elhelyezésére kétféle lehet6ségiink van.

Ha az els6 dominét az abra szerint allitva helyezziik el, a tovabbiakban egy
2X(n — 1)-es tablat kell lefedniink:

A misik lehet6ség, hogy az els6 domino6t fektetve helyezziik el. A mésodikat ek-
kor csak parhuzamosan f6lé helyezhetjiik, s ezutdn a maradék 2X(n — 2)-es
tablat kell lefedniink.

Ekkor tehatd, =d, ,+d, ,(n>2), d,=1, d,=2; innen d,, = 233. (Altali-
band, =f,.,.)

1026. Jeloljik g -nel azt a szdmot, ahanyfelekeppen n hosszﬁségﬁ lancot ké-
szithetink (neN")! g, =g, ,+g,, (n = 2), g, =2, g, =3; innen d, = 377.
(Altalaban g, =f, ...

1027. Az el6z6 feladat megolddsa alapjdn 377-féleképpen.

1028. A sorozat megoldését f, =x" alakban kereshetjiik. Az x" =x""' +x" 2
egyenletbdl ¥ 2(x* —x — 1) = 0. x # 0, azx* —x — 1 = 0 karakterisztikus egyen-

1+/5 1-/5
B €S ¢ =

let gyokei b = 5 Az 4ltaldnos megoldas a, = ub" +vc"
alaka.
1+/5 1-/5
Az f, = 1 feltételbol 2f u+ 2[ ‘v=1,azf, =1 feltételbdl
2 2
1+,/5 1-/5
————| ‘u+|——=—| -v=1. Az egyenletrendszer megoldasa u=——,
2 2 ‘/g
1
v =———/; tehat a Fibonacci-sorozat explicit alakja
5
PR ELER B J5
" 5 2 /g 2 '

IV
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1029. Els6 megoldds: Jeldljiik [ -nel azt a szdmot, ahanyféleképpen felmehe-
tiink a 1épcss tetejére (n € N™). Az aldbbi tablazatbol kiolvashatd, hogy /,, = 65.
(Az 5. fokra vonatkozo feltétel miatt s = 0 ésl, =1,.)

ni1|2|3[4|5|6[7|8|9|10]11|12
L{1]|21315[05]|5([10|15[25/40]65
Masodik megoldds: Ha az 5. 1épcs6fok nem lenne tiltott, akkor az n magas

lépcsdbejarasok b, szdma Fibonacci-szerli sorozatot alkotna: b, =1, b, =2
és b,=b, ,+b, , (n=2). A (b,) sorozat az (f,) Fibonacci-sorozat eltoltja:

| 1+‘/§ n+1 | [1_1/g n+1

bn :fn+1’ lgybn: F 2 = 2

/5

Vizsgaljuk meg az alabbi tdblazatot.

ni| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
b,| 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34 | 55| 89 | 144 | 233
L1 1 2 3 5 0 5 5 10 | 15 | 25 | 40 | 65

t, -8 | =8 | —16|—24 | —40 | —64 |—104|—-168

Eszrevehetjiik, hogy a ,,normél” (b,) lépcsbejaras sorozatatol a ,valodi” (1)
bejarasi sorozat egy , tiltott” (¢,) sorozattal kiilonbozik. Ezt a (¢,) sorozatot tgy
is felfoghatjuk, mint egy ¢ = t, = 8 kezd6tagu Fibonacci-szerii sorozatot, s (b,)
a (t,) és (I,) sorozatok szuperponalasabol, 0sszegébdl tevddik ossze. (Vagyis a
tiltott bejardsok is Fibonacci-szerii sorozatot alkotnak.)

1030. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznélva

L 1+/§n+1 1 [1_/5”+1

b,= -

52 52
t;=1t,=38, s a keresett (/,) sorozatra [, =b, —t,. A feladat tehat (¢,) explicit
alakjanak meghatarozasa.

A konnyebb szdmolads kedvéért alkalmazzuk a 7,=t, s eltolast. Ekkor

T,=T,,+7T,,neN,n=2),T,=T,=8.(T,) explicit alakjat

n—1

] , t,=t,_,+t, ,(neN,n=7),

u- alakban keressiik. A T, = 8 Osszefiiggésbdl

1+.,/5 1-./5
u+v=38,aT, =8 Osszefliggésbdl u - 2[ +v-[ [

2
1+/5 A J5 -1
, V=4a-

I 5
ﬁ—y[l—ﬁ

I = 8. Az egyen-

letrendszer megoldasa u = 4 -

. 1+/5 [1+/5
T 1 2

T
s

; tehat

+4.

/5 2

] Innen, han =5,
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- 4,@5—1_[1%’ |
2 /g 2

n—>5 n—>5

41+ﬁ 1+/5 ﬁ—1 1-/5
o /5 2 ﬁ' 2

1031. Asorozat kezd6tagjai: 0, 1, 2, 9, 22, 77, 210 stb.

Tekintsiik az (a,) sorozat (d,) kiilonbségsorozatat: d, = a, — a,_, (i = 1). Ekkor
a (d,) sorozat tagjai 1, 1, 7, 13, 55, 133 stb. Aza,—a,_,=a,_,+6a, ,+1—
-(a, ,+6a, ;+1)=a, ,—a,,+6(a,_,—a,_,) atalakitds miatt d, =d,_, +
+6d, , (n = 3), vagyis a (d,) sorozat mar homogén masodrendi rekurzid, a
d, = d, =1 kezdeti feltételekkel. Ennek megoldasa d, = u - (—=2)" +v - 3" alakd,

n—>5
1+/5
2

l R
"5

1 a1
a kezdeti feltételeket felhasznalva d, = ——(—2) + 3 3", (n=1).

5
Ezutan irjuk fel rendre a szomszédos tagok kiilonbségeit:
a,—a,=d,,
a,—a,=d,,
a3 —a,=d,,
a,—a, ,=d,.
Az egyenletek Osszegzésébdl a,, =d,+d,+ ... +d,, vagyis

a,=a,+d,+d,+..+d,.

A keresett explicit alak a, = 0 (3" ) (( 2)"— ) aholn = 0.

1032. Azx* +x + 1 = 0 karakterisztikus egyenletnek komplex gyokei vannak,
ez€rt specialis megoldast kerestink. Az a, | + a, + a, | = 3 dtalakitasbol kovet-
kezik, hogy a sorozat barmely harom szomszédos tagjanak osszege allando. Ir-
junk fel néhany kezdétagot: a, b, 3 —a — b, a, b, 3 —a — b stb., ekkor észreve-
hetjiik a periodicitast. Tehat az 5, 2, —4 szémhérmas ciklikusan ismétlodik.

Vegyes rekurziok
10"—

1033. A sorozat explicit alakja a, = . Ha attériink a rekurziv alakra,

a,=1,a,=10a,_, +1 (n = 2, n€N"). A tagok 7-tel valé osztasi maradékai
1,4,6,5,2,0,1, ... 6-hosszt ismétl6dd ciklust alkotnak. Minden 6. tag osztha-
t6 7-tel, tehat a 6k darab 1-esbdl allok (k € N*).

_ Ay

2
1034. Az egyenlet atalakitasaval (= allando), tehat egy 3

an—l an—2

n
2
kvéciensti mértani sorozatrél van sz6. a, = —3- [—3 .

IV
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1035. A 10. év végére a,, = 100000 - (1,08 + 1,08° + ... + 1,08) =
10

1,08
= 100000 - 1,08 - T08-1 = 1564 549 Ft lesz a felnovekedett 0sszeg. A 20. év

végére ay = ay, - 1,08' — 100000 - (1,08 + 1,08 + ... + 1,08) =
=4, 1,08° —a,=a,-(1,08" - 1) = 1813 195 Ft.
1,08° = 1,999 < 2, de 1,08 =~ 2,159 > 2, ezért a betett pénz — a folyamatos ki-

vétel ellenére — mindig ndvekedni fog.
1036. A10. évvégére a,,= 1564 549 Ftlesz a felnovekedett 6sszeg. Ha éven-

te x Ft-ot vesziink ki az 8sszegbdl, akkor a 11. év végén a,, = 1,08 - a,, —x, a 12.
év végén a, =108 a,—x=108"a,—1,08 ' x—x,..., a 20. év végén
ary=1,08"a,—1,08 x—1,08 x—...— 1,08 x —x a megmaradt pénz. A
feltétel szerint a,, = 0, innen 1,08" - a,, —x(1,08° + 1,08° + ... + 1,08 + 1) = 0,
1,08"—1
1,08 -1
1037. Legyen a mértani sorozata, =a, - q"~", ekkor

1,08 a,, = x- , X = 233164 (F1).

1
al~q”’1=g(a1-q”“—a]-q”). Mivel g # 0, a karakterisztikus egyenlet

q* —q — 6 =0, ennek gyokei g = —2 és g = 3. A két lehetséges mértani sorozat:
a,=a, (-2)"'ésa,=a, 3"

1038. Eis6 megoldds: A,,,=A,—A,_+A, ,=A,_,—A, ,+A, ;)—A,_,+
+A,_,=A,_s tehit a sorozat minden negyedik tagja egyenld.

Mivel 2005 =501 - 4 + 1, ezért A,yps = A, = 1.

Masodik megoldds: Az els6 néhany tag felirdsa utan: 1, 2,2, 1, 1,2,2, 1, 1, ...
sejthetd, hogy A, = Ay, =1és Ay, =A,.;=2. Ezeket az Osszefiiggéseket
teljes indukciéval bizonyithatjuk.

3 2

1039. A rekurzi6 atirhat6 = — — alakba.

Ay Apiq a,

1
Ezutdn az a,= YR sejtést teljes indukcioval igazolhatjuk.
T

1040. Az
a,=1,
a, =1,
a,=3a, —a,,
a,=4a,—2a,,

a,=5ay— 3a,,

an = (l’l + l)an—l - (}’l - 1)an—2
egyenleteket Osszeadva a, +a,=n-a,_,+2 —a, innena, =n -a,_,. Az expli-
cit alak a, = n!, a,,; =2005!.



Rekurziv sorozatok 255

1041.a) Azl =1, +1 _,+1 5, n>=4 neN'; [,=1, ,=2, I;=4rekur-
zi6 irja le a folyamatot. Eredmény: /,, = 274.
b) Jeloljiik A, -nel a 6. 1épcsdt kihagyod utak szamét. Ekkor 4, =1/, ha
n < 6; hy = 0; majd h,-t6l kezdve ismét alkalmazhatjukah, =h,_, +
+h,_, + h,_; rekurziét. Eredmény: h,, = 106.
1042. Egyrészt elképzelhetd, hogy adott n ese-
tén H, nem allando; esetleg a kapott hdromszogek
szdma attdl is fiigg, hogy hogyan kotottiik dssze a
pontokat egymassal.
Masrészt nem biztos, hogy a rekurzios 1épést meg-
engedik a geometriai feltételek. Az dbran lathatd
elrendezésre az idézett megoldas nem alkalmaz-
hat6 (bar helyes eredményt kapunk).
Ugyanigy hibds a rekurziéval rokon teljes indukci6 elvén alapulé megoldas is.
Masodik megoldds (helyes):
Tegyiik fel, hogy a hdaromszog belsejében n pontot vettiink fel és # darab ha-
romszoget kaptunk. A haromszogek bels6 szogosszege /i - 180°. Ezt a sz0gossze-
get két részbdl kapjuk meg: egyrészt az n pont koriili teljes szogekbdl, n - 360°,
masrészt az eredeti hdromszog hirom szogébdl, ami 180°-ot ad. Innen
h - 180° =n - 360° + 180°, h = 2n + 1, vagyis a hdromszogek szdma valéban pé-
ratlan.
A megoldasbdl az is kovetkezik, hogy H, allando.
Hasonl6 megoldast kapunk, ha a szakaszok szdmat tekintjiik ismeretlennek,
vagy ha kozvetleniil alkalmazzuk az Euler-féle poliédertétel sikbeli valtozatat.
1-/5
2

] , 1gy a,, értékére

1043. Megmutathat6, hogy az explicit alak a, =

egy 0-hoz nagyon kozeli (pozitiv) szimot varnank. A valosdgban azonban telje-
sen mds torténik; egy bizonyos id6 utan egyre nagyobb abszolutértékii szamokat
kapunk. Egy konkrét futtatdsi eredmény a,s =~ — 1,33 - 10% értéket ad, majd

talcsordulas 1ép fel, a program futdsa megszakad.

Ennek az az oka, hogy a gépi szdmhalmaz tobb tulajdonsagaban eltér a valos
szamok halmazatdl. Néhany érdekesség ezek koziil: a szimhalmaz korlatos; a
gép csak racionalis szamokat tud tarolni (véges sok helyiértéken); a gép értel-
mezésében létezik legkisebb abszolut értékd pozitiv szdm; az dsszeadds nem
asszociativ miivelet stb.

Ebben a konkrét esetben a, irraciondlis, ezért az értékét a gép pontatlanul ta-
rolja. Ha a tarolt értéket a, + e-nal jeldljiik, akkor a gép éltal szamitott értékek
a, a, + &, a,+ &, a;+ 2¢, a, + 3¢, stb., vagyis az €, €, 2¢, 3¢, 5¢ ... hibdk
Fibonacci-szerl sorozatot alkotnak, s értékiik tetsz6legesen nagyra néhet.
Megjegyzés:

A tapasztalt hiba elvi hiba, tehat nem kiiszobolhet6 ki; ugyanigy megjelenik ak-
kor is, ha pontosabb (nagyobb tartomanyi) gépi szdmhalmazzal dolgozunk,
legfeljebb nem a 186. tag kornyékén, hanem késGbb.

IV
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1044. a) A sorozatok néhany tagja:

n 1l2]3]4]5]6
a, [ 1[3]|9]19]33]51
b, [1[3|5]|7]9]11

Ab,=b, ,+2, b, =1 rekurzi6é megoldasa b, =2n — 1.
Aza,=a, ,+ 2 (2n — 3) rekurzié megoldasa
a,=1+4-2+3+...+n)—6-(n—1)=2n"—dn +3.
a5, =19 603, b, =199.

b) A sorozatok néhany tagja:

203456
a, |1 ]3]9]21]la|7
b, |1]3]6]10]15]21

. nn+1)
Ab,=b, ,+n, b,=1rekurzié megoldasa b, = —
(n—1Dn > . )
Aza,=a, |+ 2- T T4 + n” — n rekurzié megoldasa

a,=1+(2*+3*+...+n)—(2+3+...+n) =
nn+1)2n+1) nmr+1) - n—n+3

6 2 3
a0 = 333301, by, = 5050.

¢) A sorozatok néhany tagja:

n |1]2]3]4]5]6
a, | 1]3]7]17]41]099
b, [1]2]5]12]29]70

Ab,=b, | +a, , Osszefiiggésbol a, ,=b, —b,_,, ezt visszahelyette-
sitve aza, =a,_, +2b,_, egyenletbe b, , —b,=b, —b,_, +2b,_,, in-
nenb, , =2b,+b, . A ¢q° —2q — 1 =0 karakterisztikus egyenlet két

gy(jkel+/5ésl—‘/§.Abn:u-<1 +‘/§)n+v-<1—/§>n explicit

alakban u ésv a b, = 1, b, = 2 kezdeti feltételekbdl hatdrozhatd meg:
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Aza,=a, +2b,_,, a,=1rekurzié megoldasaa,=1+2- (b, +b, +

+o.+b, =1+ (1 +ﬂ)l+(1 +ﬁ>2+...+<1 +ﬁ)n1]—

e

—1+1
a 2

(1+ﬁ)n—1+(1—ﬁ)"—1]= 5
<1+ﬁ)100+<1_ﬁ>100

@y = B
Megjegyzés:
a, meghatarozdsakor eljarhattunk volna tgy is, hogy aza, = a,_, + 2b,_, rekur-
a,—a, _

zi6bdl kifejezziik b,_,-et: b,_, = L s ezt helyettesitjiikk be b, rekurziv

.z . s A1 Ay a,— a,
alakjaba. Ekkor a b,=b,_, +a,_, egyenletbdl 5 = >
innena,,, =2a, +a,_,. Vagyis (a,) és (b,) rekurzids hozzarendelése megegye-

+a,

zik, csak a kezdeti értékek masok: a, = 1, a, = 3. Ezutan a ,,hagyomanyos” el-

jérst alkalmazhatjuk: a, = u- (1 + /2 )"+ v (1-/2 ) a kezdeti feltételekbo]

(1+/2) +(1-/2) |

1
u=nv= E .
1045. a) Az alabbi tablazatban kiszdmitottunk néhany kezdGtagot:
n a, b, c,
1 a b c
2 b—c c—a a—b
3 b+c—2a a+c—2b a+b-72c
4 3(c —b) 3(a—c) 3(b—a)
5 3(2a —b —c) 32b—a—c) 32c—a-b)
6 9b —c) 9(c—a) 9(a - b)

Lathato, hogy a sorozatok 4. tagja oszthat6 3-mal, 6. tagja oszthatd
9-cel stb., és a képzési szabaly miatt ez a tulajdonsag tovabb 6rokls-
dik. Mivel @y, Bogosr Cog04 OSzthaté 3'"nel, egyik tag sem lehet
2004.

IV
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b) Ha n = 2k alakua (k € N*), akkor
a,=(b—c)(=3)"b,=(c—a)(=3)""c, = (@ —D)(=3)""".
Ha n = 2k + 1 alakd, akkor a, = (b + ¢ — 2a)(=3)*"};
b,=(a+c—2b)(—3) ¢, =(@+b—2)(-3)".
1046. Jeloljes,_, a megfeleld (n — 1) hosszi szinezéseket (a szomszédos pon-
tok mellett A, és A,,_, is kiillonbozg szind, n € N*)! Ekkor azA4,, 4, ... ,A,_, pon-
tok utani A, felvételekor két lehet8ség van.
Ha A, ésA,_, kiilonboz6 szinti, akkor A, a maradék 98 szin barmelyike lehet, s
A, mindegyik szinezéséhez annyi megfeleld n hosszi szinezés lehetséges,
ahéanyféleképpen A, A,, ... , A,_, szinezhetd volt; vagyis 98s, _,.
Ha A, és A,_, azonos szindi, akkor A4, 99-féle lehet, s mindegyik szinéhez az
A, A, ..., A,_, pontokat kell helyesen szinezni; ez 6sszesen 98s, _, lehet8ség.
Innen az s, =0, s,=100-99, s,=98s,_,+ 99, , (n = 3) rekurziét kapjuk.
A ¢* — 98q — 99 = ( karakterisztikus egyenlet gyokei —1 és 99, ahonnan a kez-
deti feltételeket felhasznalva s, = 99" + (— 1)" - 99. A feladat s, ,, meghataroza-
sa, 5,99 = 99" + 99.
Megjegyzés:
Az s, = 0 kezdeti feltétel értelmezése: egyetlen pontot nem lehet kiszinezni gy,
hogy a szomszédos pontok kiilonb6zd szintiek legyenek. Ehelyett alkalmazhat-
juk az s, =100 - 99 - 98 feltételt is; azonos eredményt kapunk.

Vegyes feladatok
1047. a) Adjuk 0ssze az alabbi egyenleteket:

A+1)P°=1+3-1*+3-1+1;
Q+1yP=2+3-22+3-2+1;
B+1P=3"+3-32+3-3+1;

(n+1P=n’+3-n+3n+1.
Innen (n+17°=1+3-(1*+2°+...+n)+3-(1+2+...+n) +n.

5 ) s nn+1)(2n+1)
A miiveleteket elvégezve 1°+2°+...+n"= .
Megjegyzés: 6
Ezzel a mddszerrel a tovabbi hatvanyOsszegek is meghatarozhatok. A kobsza-
mok Osszegének meghatérozasahoz az (i + 1)* hatvanyokat 6sszegezziik (i = 1,

2

2, ..., n), a negyedik hatvanyok dsszegéhez az (i + 1)° hatvanyokbdl indulha-
tunk ki stb.
b) Egy tovabbi mod Az v 1 2 3 P2t s 6
) Egy tovabbi mddszer: T T s T
P+2°+3°+4° P+ 2%+ .. +n

_1 r . o _
Ti2+344 0 stb. Osszefiiggésekbdl az 1124 an
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=1+ 2 + ... + n azonossagot sejthetjilk meg, amelyet teljes indukcio-
nn+1) ’

2
Ugyanigy megsejthetjiik a fenti azonossagot az 1° =12, 1° + 2% = 3%
PP+2°+3°=6% 1°+2°+ 3% + 4% = 10° stb. sszefiiggésekbdl is.

val igazolhatunk. 1° +2° + ... + n’ =

10-11-21 17-18-35 6-7-13
1048. q) —— =385; - =10164;
6 6 6
2 2 2
10-11 13- 14 4-5
c) [ ] =3025; d) [ ] —[—] = 8181.
2 2
Megjegyzés:

Ha kellGen tiirelmesek vagyunk, a feladat természetesen egy megfelel zseb-
szamoldgép alkalmazaséaval is megoldhato.

1049 g) Azi. tag (2i — 1)* = 4i* — 4i + 1, a keresett 6sszeg alkalmas csoporto-
sitdssal 4 - (12 4+ 22+ 3"+ ...+ k) —4- (1 +2+3+...+k) +
Yoo+ D+ 1) e+ D)

+(1+1+1+...+1)= 5 5 k =
_ 2k(k+1)(2%k+1)  6k(k+1) . 3k

B 3 3 3

A+ 6k7+ 2k — 6k7— 6k + 3k 4Pk

B 3 3

b) Az a) feladat megoldasa alapjan
4-17°-17 4-3°-3
PP+32+ 5+ ... +33%—(17+3*+5%) = 3 S =
= 6510.
c) Azi. tag (4i — 1)* = 16i* — 8i + 1, a keresett dsszeg alkalmas csopor-
tositassal 16 - (17 + 22+ 3%+ ...+ k) —8-(1+2+3+ ... +k) +
16k(k+ D(2k+1)  BkG+D)

+1+1+1+...+1)= 5 5 k =
8k +1)(2k+ 1) 12k(k+1) . 3k

a 3 3 3

B 16k> + 24k*+ 8k — 12k*>— 12k + 3k ~ 16k°+ 12k*— k

B 3 B 3 :

d) 24P+ (252 +...+ (2177 =

=4-(12+22+32+...+172—(12+22+32))=
17-18:35 3-4.7

24‘[ 6 6

] =7084.

IV
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e) Azi.tag (2i — 1)> = 8 — 12/* + 6i — 1, a keresett Osszeg alkalmas cso-
portositassal 8- (1 + 2%+ 3%+ ...+ &%) — 12- (1> + 22+ 3>+ ... + kP +
+6- (14+2+43+...+k)—(1+1+1+...+1)=

8k?(k+1)* 12k(k+1)(2k+1) 6k(k+1)
- 4 a 6 Ty Tk
= 2kt + 43+ 2k — 4k — 6k — 2k + 3k + 3k — k = 2k* — k2.

f) Azi. tag (3i +2)° =27 +54i* +36i + 8 (itti=1,2,3, ... , k; k=7).
A keresett dsszeg alkalmas csoportositassal 27 - (1° + 2° + 3% + ... + &%)
454 (1P +22 432+ . +k)+36-(1+243+...+k)+
+(8+8+8+...+8)=

2 2
_ 2%k (1;+1) . 54k(k+16)(2k+ D, 36k(1;+ D
27k*+ 54K+ 27k + 72k + 108k*+ 36k + 72k*+ 72k + 32k
4

; k =T helyettesitéssel 29 792.

27k + 126k3+ 207k + 140k
B 4

Megjegyzés:
Ab), d), f) esetekben persze hasznalhatunk zsebszdmoldgépet is.

1050. a) Atcsoportositjuk az dsszeadandékat:

1 2 2004 1 2 2003
S, =|l——+——+..+ + + +..+ +
“ 2005 2005 2005 2004 2004 2004
1+2 1 2004+2()O3+ +2+ 1 1 004 505
ot |ttt —F— .+ = .
3 3 2 2 2 22

b) Gyoktelenitsiik a nevez6t:

o Jkr1-Jk e
T (i)
5,2 /2= 145 /2 bt o T =

(ke N™).

1 1
¢) Parcidlis tortekre bonthatunk: m R
. 1 n
Atalakitasok utdn S, =1 — = .
n+l n+1

1 1( 1 1
9) (2k—1)(2k+1)=2[2k—1_2k+1 :
1 1 n
Sd:?[l_znﬂ T+l
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1 A B C

Az—————————=—+——+
ktk+1)k+2) k k+1 k+2

) 1 LS B

B kk+1)(k+2) 2% k+1 2(0+2)

Bontsuk harom részre az 6sszeget!

e)

azonossagbol

1
A=C=—, B=—1,
2

1 1 1 1 11 1 1
S, = + + .t s S, =+t ;
211 212 213 2n 2 3 4 n+1
S, = bttt kkor S, =S5, — S, + S..
3723724 25 2 (n+2) D T e T
Mivel —— 4 = ! 46 tagok S,-b61 —— +
ve 5. z.i—i,amegmaraoago 1-bo 21 EX
Sybol = S, b6l — 4+ L .
3P+ ) 2420 2 Tl 21
11 1 1 1
- + + =
22 2 n+l 2-(m+1) 2-(n+2)
1 L S
T 22 2@+l 2-(m+2)
_+DH(+2) -2 +2)+2(n+1) n*+ 3n
a 4(n+1)(n+2) 4+ 1D)(n+2)

1051. Gyoktelenités utan a bal oldal
<ﬁ—1)+(f—ﬁ)+(f—ﬁ)+...+</;—‘/ﬁ>:/;—1,

innen n = 100.

1052. a) Alkalmazhatjuk az egyszerd, irasos 0sszeadast.

Az utolso (egyes) helyiértéken az 6sszeg 70; S, utolso jegye 0, maradt
7 atvitel.
A tizesek helyiértékén a szamjegyek Osszege 63, a 7 atvitellel egyiitt
70. S, utolso eldtti jegye 0, maradt 7.
Hasonlo6an folytatva szdzasok helyén 56 + 7 = 63 az Osszeg; S ,-ban a
szamjegy 3, maradt 6 és igy tovabb. A kapott szam 8 641 975 300.

b) Egy mésik megoldasi lehetéséget kapunk, ha kiilon-kiilon felirjuk a

10— 1 10°—1 10°-1
33...3 tipust tagokat. PL. 3 = , 33 = , 333 =
k -szor 3 3 3
10— 1

és igy tovabb, 33..3 = .

k -szor

10— 1 10°—1 10"—1 10(10"—=1) — 9n

Innen §, = + +...+ =

3 3 3 9-3

a
¢)S.= (10'=1+10°= 1+ 10°= 1+ ..+ 10"~ 1) =

a (10 10°— 1 ~ 10a (10" = 1) — 9an
5|9 J=n|= 81 ‘

IV
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1053. N= 11..1 0 — 2005 =11...109 105, ebben a szamban 2002 darab 1-es
2005- sz0r
szamjegy van.
1054. Sejtés, hogy az n. sor (n € N*) mivelete: 11...1 —22..2 =33..3- 33..3.
2n -szer n-szer n-szer n-szer
Jeloljik az n darab 1-esbdl allo szdmot A-val; ekkor a bizonyitand6 egyenlet

(10" + 1)4 — 24 = 34 - 3A. Innen ekvivalens 4talakitasokkal (10" — 1)4 = 94?,
10" — 1 =94, s ez valdban teljesiil.

1055. Sejtés, hogy a kezdGszamok 3, 10, 21, 36, ... olyan sorozatot alkotnak,
amelyben a szomszédos tagok kiilonbsége 4-esével n6. Ekkor az n. sor (n € N*)
B+4n—1n

kezd6szama 3+ 7+ 11+ ...+ (4n—1)= >

=n(2n + 1), a bizo-
nyitando allitas:

2 2 2 2
(n(2n+1)) +(n2n+ 1)+ 1) +(n(2n+1)+2) + ... + (n(22+ 1) +n) =

2 2 2

= (n(2+1)+n+1) +(n(2n+1)+n+2) + ...+ (n(2n+1)+n+n).
Abal oldal (n + Dn*(2n + 1)* +2n(2n + 1)1+ 2+ ... +n) + 1>+ 2>+ ... + n*
Ajobboldal nn*(2n + 1>+ 2n2n+ D(n+1+n+2+ ... +n+n)+ (n +1)*+
+ (n+2)*+ ... + (n + n)>. Be kell latnunk, hogy n*(2n + 1) =2n(2n + 1)n* +
+nn*+2n(1+ 2+ ... + n). Innen beldtand6 n*(2n + 1) =nn® + 2n(1 + 2 + ... +n),
s ez teljesiil.
Az 6todik sor: 552+ 56 + 577 + 587 4+ 592 + 60% = 61% + 627 + 63* + 64* + 65%
1056. Ha a zart alakra valamilyen sejtéssel rendelkeziink, mindig alkalmaz-
hatunk teljes indukcidt; egyébként az altalanos tagot kell 6sszegezniink.

a) Azi.tagi(i + 1) =i* +1i, a keresett dsszeg
(P+22+3+ .. +0)+(1+243+...+n)=
_nr+1)(2n+1) N nn+1) nn+1)(n+2)

N 6 2 3 ‘

b) Azi. tagi(i +2) =i* + 2i, a keresett Osszeg
(P+22+3*+ ... +n)+2(1+243+...+n) =

nn+1)2n+1) nn+1)2n+17)

= 5 +nn+1)= 5

c) Azi. tagi(i + 3) = i* + 3i, a keresett 6sszeg

(P+22+3%+ .. +n)+3(1+2+43+...+n)=
nn+1)2n+1) 3nmnr+1) nr+1)HE+S)

- 6 T T 3 '

d) Azi.tagi(n + 1 —i)=—i*+ (n + 1)i, a keresett 6sszeg
—(PP+ 22+ 33+ .+ +(+ DA +2+3+ ... +n)=
n(n+1)(2n—|—1)+n(n+1)2 nnp+1)(n+2)

6 2 6 ’
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e) Els6 megoldds: Azi.tag(n+1—i)(2i —1)= -2+ 2n+3)i—n—1,
a keresett 0sszeg
2P+ 2243+ .. +n)+ (2n+3)(1+243+...+n)—nn+1)=
2n(n+1)(2n+1) N 3nn+1)(2n+3) obn(n+1)

6 6 6
_nn+1)(2n+1)
= . .
Misodik megoldds: Irjuk fel tagonként az egyes Gsszegeket!
1+1+...+1+1+1+1 (n-szer);
3+3+...+3+3+3 ((n—l)-szer);
54+5+...+5+5 ((n—Z)-szer);
2n-3)+(2n-3) (2-szer);
2n-1) (1-szer).

Flggblegesen Osszeadva az egyes oszlopokban szerepld szamokat
az elsd n darab, ma]d az elsd (n (2 — 1) darab, ... paratlan szam

Osszegét kap]uk ami rendre n?, (n — 1)?, 12
nn+1)3a—-2n-1) ) )
5 . A fenti médszereken kiviil bizonyithatunk

teljes indukcidval is.
1057. a) Azi. tagi(i + 1)(i + 2) =i + 3i* + 2i, a keresett Osszeg (1° + 2° + 37 +
o+ +3(1P+ 22+ 37+ . +n)+2(1 4243+ ... +n) =
n*(n+1) 3nn+1)2n+1) 2n@m+1)
T 6 Ty T
nn+ D)’ +n+4n+2+4) nn+1)(n+2)(n+3)
4 4 i
b) Azi.tagi(i + 2)(i + 4) =i + 6i* + 8i, a keresett 6sszeg (1° + 2° + 3° +
o+ +6(1P+22+37+ . +n)+8(1+243+...+n)=
n*n+1)7? ommn+1)2n+1) Sn(n+1)
R 6 T T
nn+1)(n*+n+8n+4+16) nn+1)(n+4)(n+5)
- 4 N 4 ‘
c) Pétoljuk ki az dsszeget 12 + 22 + 3% + ... + n’-tel és 6nmagaval, ek-
kor (1+2+ 3+ ... + n)>t kapjuk. A keresett dsszeg kétszerese
nn+1? nm+1)(2n+1)

1 6 , az 0sszeg
n—Dnmn+1)3n+2)
24 ’

IV
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1
1 1 1 _2n+4 1
1058.0)5, = 8|1+ + 4.+ _o|=8. i =161 |
2
3ty
b)S,=
) S, 1

c) Aza* —b* = (a + b)(a — b) azonossagot az dsszeg két-két szomszé-
dos tagjara alkalmazva S, = 100 + 99 + 98 + 97 + ... + 2 + 1 = 5050.

1059. Az a® —b* = (a + b)(a — b) azonossigot az dsszeg két-két szomszédos
tagjara alkalmazva S=1+2+3 + ... + 2n =n(2n + 1). Csak az n = 1 esetben
kapunk primszamot, ekkor § = 3.

2 4 98
1060. Tekintsiik a B = 35 " 99 szorzatot! Egyrészt A < B (pl. ténye-
z6nként 6sszehasonlitva), masrészt AB = 0,01. Mivel A> < AB, az A < 0,1 alli-
tas valoban igaz.
1061. Bizonyithatunk teljes indukcidval; vagy egymas utan tobbszor alkal-
mazhatjuk az (a + b)(a — b) = a* — b* azonossagot.
Szorozzuk be a bal oldalt (2 — 1) = 1-gyel! (2 —1)- (2 + 1) = 2> — 1; ezzel szo-
rozva a masodik tényez6t, (2> — 1)(1 + 2%) = 2* — 1; tovabb folytatva
(2* = 1)(1 + 2% =2'° — 1 és igy tovabb.

1062 1 ! 1 ! 1 ! =
s\ Z] B 3] 1T 400
1

1+ 1 !
37 20
1 3 2 4 3 5 9 21 21 21

2233 4 47720 20 220 40
(Egyszertisités utan az els6 tort nevezdje €és az utolsd tort marad
meg.)
b n+1
) 2n
1063. a) Szorozzuk meg mindkét oldalt 1-2-...- 50-nel. A bal oldal értéke
100. lesz, a jobb oldalon pedig2”-1-2-...-50=2"-4"...- 100 miatt
szintén ugyanezt kapjuk.
b) Szorozzuk meg mindkét oldalt 1-2 - ... - n-nel.

1 2 3
1064. A 2 kitevsi rendre —, —, —, ...,
itev6i rendre -, = 2 St

1+ !
20

. Ezek S Osszegét részossze-
gekre bonthatjuk:
1

1
Si=— Attt ——;
1 4 8 2n+1 ’
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S_1+1+ 1
2 g 16 on+l’
¢ 1+1+ 1
16 32 on+l’
1
”=2n+1'
Az egyes Osszegek:
1 Ly
G2 2] 1, 0oy
1y . 1 2 2011 2 (2]
2
n—1
. 1
o1 2] 1, 0o
278 . 1 4 2 T4 2]
2
n-2
. 1
g1 2) 1, 0l ()
37 16 1 8 2 8 (2]
2
. 1
g ! 2] _af, (1) "
”_2n+1 1 1_2)1 2 _2n 2
2
1
n+l1 - n+l1
_— 1+1+1+ +1 1 1 on 1
ZC osszege ) 4 8 2n n ) = ) 1 1 n 5 =
2
. 1 n 1 n+?2 1 Vagvi i 5 KitevE
= - = — - ——. vagyis a szorzatbpan €nnvil a 1tevoie.
YRR > e Vagy y j

1065. a) Pl.a,=2n—1ésb,=2n (neN").
b) Nincsenek ilyen sorozatok. Mindkét sorozat kiilonbsége, d, és d,,

pozitiv egész szam. Ha a kozos elem x, akkor a feltétel szerint az
x + kd, = x + nd, egyenlet (k, n € N) csak k =n = 0 esetén teljesiil-

d n
hetne. Azonban a d—l =% egyenletnek végtelen sok megoldasa van
2

IV
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a pozitiv egész szamok halmazén, vagyis ha két szigortian monoton
novo, természetes szamokbdl all6 szdmtani sorozatnak van kozos
eleme, akkor végtelen sok kozos elemiik is van.

1066. a) Van, pl. 2,5, 8, ... (Négyzetszam nem adhat 3-mal osztva 2 maradé-
kot.)

b) Van, pl. 2, 6, 10, ...
¢) Nincs. A sorozat differencidja csak pozitiv egész szam lehet; haa, =p
prim, akkor pl. 4, = a, + pd Gsszetett szam.

1067. a) Nincs ilyen sorozat. A sorozat differencidja pozitiv egész szam, s ha
pl. az elso tag prim, a, = p, akkoraza, |, a,,.,, a;,,, stb. tagok kii-
l6nboznek és mindegyik p tObbszorose.

b) Ha valamely két szomszédos tagnak van 1-nél nagyobb kozos 0szt6-
Megfelels sorozat pl. a, =2n — 1 (n e N").

¢) Nem lehetséges. Ha pl. a,=m > 1, akkor a, ,=m +md=
=m(1 + d), mindkét tag oszthat6 m-mel.

1068. Pl.a,=6n+5,neN".

1069. ) Pl.a,= /2 .
b) Nincs ilyen sorozat. A sorozat nem allandg, igy végtelen sok raciona-
lis tagja lenne, de az ezekre kovetkezd tagok irraciondlisak.
1070. a) 10°- 0,92%° = 18 869,3 (Pa).
b) 10° - 0,92" =~ 100, innen n = 83.
1071. Ha a 3 ¢l hossza 6 — b, 6, 6 + b, akkor 6(6 —b)(6 + b) = 192, s innen
b=1+2.A3¢lhossza 4 cm, 6 cm, 8 cm, a téglatest felszine 2(4-6+4-8+6-8) =
=208 (cm?).
1072. Ha az o < 5 <y szogek szamtani sorozatot alkotnak, akkor S = 60°.
a) A harom szog 20°, 60°, 100°, a legnagyobb és a legkisebb oldal aranya

inusztétel alapidn ST g
a szinusztétel alapjdn — — o~ ~ 2,88,

b) Nincs ilyen haromszog.
1073. Legyen a harom oldal hossza 10 —d, 10, 10 + d, ekkor (10 — d)(10 +d) =
= 96. Innen d = £2, az oldalak hossza 8, 10, 12 (cm), és a Héron-képlet alapjan
a hdromszog teriilete ¢ = /15 (15 = 8)(15 — 10)(15 — 12) = 39,69 (cm?).
(1+n*)n* n@E+1)

1074. 2 = > . Az Osszes szam Osszegének n-ed része a bi-
n

vOs allando.
1075. Ha a sakkversenyen n versenyz0 szerepelt, akkor a végs6 pontszamok
.. n(n—1
3,5;4;45; ... ; 3+ 0,51. Osszesen ( )
ennyi pontot szereztek a jatékosok. Innen 3,5+4+45+ ... +(3+0,51n) =

n(n—1) . n(6,5+0,57) n@n-—1)

== vagyis > >

nek 10,5 pontja volt.

jatszmara kertilt sor, s Osszesen

, ahonnan n = 15. A gy0ztes-
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1076. Nem. Ha a sorozat kiilonbségét d-vel jeldljik, a /3 = /2 +kd és a

J5 = /2 +md (k,m e N*) egyenletekbdl ki @
£T AR

dalon 4ll6 tort irracionélis. Ennek bizonyitésa:

S5-/2

J3-/2

=/§ —r,/3,innen 2r /T =3r?+ 5 — 2(1 — r)*. Ellentmondast kaptunk: a bal

oldalon irraciondlis, a jobb oldalon raciondlis szim szerepel.

1077. Nem lehetséges. Ha a sorozat hanyadosa ¢, akkor [ = /5 q" és ﬁ =

30 5]
= ﬁ q" (m,neN"). Innen /; = /; , atalakitva 32" = 5"2™. Ellentmon-

dast kaptunk a szamelmélet alaptételével. (Pl. a bal oldal oszthaté 3-mal, a jobb

lenne, de a jobb ol-

Tegyiik fel, hogy = r raciondlis. Atrendezve az egyenletet /5 (I-n=

oldal nem.)
1078. Legyen a kezd§ szam k + 1, és n tagl az osszeg (k,n € N*, n > 1)! Ek-
nn+1
kor (k+1)+(k+2)+...+ (k+n)=nk +%, s tegyiik fel, hogy az
Osszeg egyenls 2"-nel (m € N¥).
nn+1) .
Innen nk + = 2" 2nk +n(n+1)=2"""
Az n(2k +n + 1) =2"*! egyenlet ellentmondésra vezet: a bal oldalon valame-

lyik tényezd 1-nél nagyobb paratlan szdm, mig a jobb oldalon 1évs 2" '-nek

nincs 1-nél nagyobb paratlan osztéja. Vagyis 2™ nem éllithat6 el6 szomszédos
természetes szamok Osszegeként, s igy az 1024 sem.
1079. Mivel cosx > 0, a sinx - tgx = cosyx, illetve sinx = £cosx atalakitas

b
utan csak az x :iZ + k-2, ke Z gyok ad megoldast.

1080. Jeloljiikk a harom €l hosszisagat a < b < c-vel; ekkor (1) ac = b* és (2)
ab + ac = 2bc. (Két egyenletiink van és harom ismeretlen, de a megfeleld tég-

latestek hasonl6sdga miatt az egyik ismeretlen szabadon valaszthatd.) Kikiiszo-
3

b
bélve az egyenletekbdl a-t, — + b* = 2bc adddik. Mivel b # 0, b* + be — 2¢* = 0.
c

A b-ben masodfoku egyenlet (pozitiv) megolddsa b = ¢, tehat egyetlen megfe-
lel§ téglatest adddik, a kocka.
1081. a) 2005.
b) m; ‘/E .
Ha a sorozatnak tagja lenne a 7, akkor 7 —3 =kd és 5 — 7 =md
lenne (ahol d a sorozat differenciaja és k, m € N¥). Innen

2=d(k+m), d=

racionalis szam, s ez ellentmondas.

k+m

IV
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(3 + kd nem lehet irraciondlis.) A bizonyités 7 helyett tetsz6leges ir-
raciondlis szdmra ugyanigy elmondhato, tehat ha egy nem allandd
szamtani sorozatnak két tagja racionalis, akkor minden tagja az (hi-

szen a differencia is racionalis).
100

1082. Cl) F
b) m; J10; 4.
5
Ha 3 < x < 5 szerepelne a sorozatban, akkorx = 3 - n\/; alakban

lenne irhaté (m,n € N¥), de a «, /ﬁ és 4 nem ilyenek.
1083. Jeloljik a sorozat masodik tagjat a-val és kiillonbségét d-vel. Ekkor

(1)a—-d+a=(a—d)a,
2)a—-d+a+a+d=(a—da(a+d).
Ha a = 0, akkor (1)-b8l d = 0, s ez nem lehetséges. (2)-bsl 3 = a* — d?, (1)-bsl
d(a — 1) =a*—2a. a = 1 nem lehetséges; ez utébbi egyenletet négyzetre emel-
ve s (2)-t felhasznélva (a* — 3)(a — 1)* = a*(a — 2)* Innen 2a° — 6a* + 6a —3 =0,
1+3/2
V2
2
1+3/4+23/2-334 316 —23/4+1 [3/4-1 P C
= = = . a = ,
4 n 32 V2
2+3/2-33/4 1+3/2 1+3/2 +23/4
akkor a sorozat tagjai f f , [ , 1+ 31/5, M,
44432 +23/4 34 -1
Osszegitk [ ;had=— f , akkor a sorozat tagjail+§/§,
1+32 2+3/2-334 3432 -434 6+432 —43/4
’ 3 ’ 3 '

V2 /2 V2 /2
997 — 100

1084. a) A 100, 103, ... , 997 sorozatban #4— 1 =300 szam van.

atalakitva 2(a—1)’=1. Tehat a= s (3)-bol d*=a*-3=

, Osszegilk

(Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha észrevessziik, hogy a 900 darab ha-
romjegyli természetes szam koziil minden harmadik oszthaté 3-mal.)

b) 180.

¢) A legkisebb megfeleld természetes szam a 7. A 3-mal osztva 1 mara-
dékot add szamok harmasaval nének; az 5-tel osztva 2 maradékot
ado szamok 6todsével. 3 és 5 legkisebb kozos tobbszordse 15, igy a ke-
resett szamok 15-tel osztva 7 maradékot adnak, vagyis a 7, 22, 37, ...
szamtani sorozat tagjai. Ezek koziil a legkisebb haromjegyti 112, a
legnagyobb 997; osszesen 60 darab haromjegy(i van. (A 900 darab
haromjegy(i szam koziil minden 15-ik.)
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1085. A 3-mal osztva 2 és 7-tel osztva 3 maradékot add természetes szamok
kozil a legkisebb a 17. [3, 7] = 21, a keresett szdmok a 17, 38, 59, ... szadmtani

sorozat tagjai. Koziilik haromjegytiek: 101, 122, ... , 983 (= 101 + 42 21).
43 darab megfelel$ szam van. 2% +

1086. Haa, =b,, akkor3n —1=5k +4 (keN"). Azn=k+ 1+ at-

alakitas utan k = 3m + 1 alaku szdm lehet csak (m € N), s ekkor n =5m + 3.
(Ellendrizziink: 3(5m + 3) = 5(3m + 1) + 4 valéban.) Az alabbi tablazatbol ki-
olvashatjuk a 15-6sével nov6 kozos tagokat:

m 0| 1]2]3]..[32
k=3m+1 | 1|4 ]7]10 97
n=5m+3 | 3|8 13|18 163
b,=5+3 | 8 233853 488
a,=3n—1 | 8 |23|38]53 488

Osszesen 33 darab 500-nél kisebb kozos tagja van a két sorozatnak.
1087. Aza,=9n—7,b,=8n—1 és ¢, = 11ln — 3 szamtani sorozatok kozds
tagjait keressiik (n € N*). Az a, = ¢, diofantikus egyenletbsl 9% — 7 = 11n — 3,

n+2 . on+2
k=n+2- 9 . Mivel 9 =m egész szam,n = 9m — 2 (m € N¥), s ekkor

k=11m — 2 alaka szadm lehet csak. Az (a,) és (c,) sorozatok kozds tagjai
d, =99m — 25 alakuak: 74, 173, 272, ... A (b,) és (d,,) sorozatok kozos tagjait
hasonléan hatarozhatjuk meg: 8n — 1 =99m — 25, 8n = 99m — 24, vagyism = 8z
alakd (z € N™). A kozos tagok tehat 792z — 25 alakban irhatdk: 767, 1559, 2351,
3143, 3935, ..., s az utols6 harom felel meg a feladat feltételeinek.

1088. Mivel 2x = 3y + 11 paros, ezért y csak paratlan szam lehet. Alkalmaz-

Jy+11 )
=3k + 7. Az alabbi tabla-

zatban a T tartomanyba esd nyolc racspontot tiintettiik fel:

k 7181910111213 |14
x=3k+7 |28 |31|34|37(40|43|4649
y=2k+1 [15[17]19|21 2325|2729

zuk az y = 2k + 1 helyettesitést! Ekkor x =

1089. Lathat6, hogy n = 1 megoldas; valamint az § = 2" — 1 = k™ egyenletben
(k, m > 1 egész szamok) k csak paratlan szam lehet, pl. k =2t + 1 (t N).
Han > 1, akkor az § = 2" — 1 = k" egyenletet két részben vizsgaljuk.

Legyen el8szor m paros, tehat m = 2s (s € N). Ekkor az egyenlet (2¢ + 1)* + 1 =
= 2" alakd, s mivel a bal oldal 4-gyel osztva 2 maradékot ad, mig a jobb oldal 4-
gyel oszthatd, ellentmondést kaptunk.

Ha m paratlan, vagyis m = 25 + 1, akkor az egyenlet k**' + 1 = 2" alaki. A bal
oldal szorzatta alakithato: k= *' + 1% = (k+ 1) (K* —k* '+ k52— ..+ k-
— k + 1), s itt konnyen lathat6, hogy a masodik tényez6 1-nél nagyobb paratlan
szadm, mig az eredeti egyenlet jobb oldala csak kettShatvanyokkal oszthato.
Vagyis az n = 1 az egyetlen megoldas.

IV
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1090. Ha a sorozat kiillonbsége d = 0, az allitas teljesiil. Egyébként az i. tagra

1 1(1 1 . 1 1 1
=—|—- , ezért - +ot =
@ a;,,  d{a  a, iy Gy a, - 19,
1(1 1 1 1 1 1 1(1 1 1 a,—a
dla a a a4 a, , a, dla, a, d aa,
1 (n-1d n-1
d  aa,  aa,
1091. Jeloljik az a,, a,, ... , a, szamok atlagat z-vel. Ekkor ————=
@G;a, 4
1 1 1 1 1 1 1 . ata,
=|—+ —, ezért abal oldal —- 2| —+—+...+—|, s mivel =z,
@G Ay 2z 4 @ a,
a két oldal valéban egyenld.
9 27 81

1092. Ha a sorozat elss tagja n, akkor a tovabbiak n, —

—n, — n, —n.

274 8 16

Innen n 16 tobbszorose, s ezek koziil csak az n = 16 megfeleld. (Ha n > 32, ak-

kor az egymas mellé iras utan tobb mint tizjegyl szamot kapunk.) Az els6 6t tag

16, 24, 36, 54, 81.

1093. Els6 megoldds: Az a,=a,_, + i* egyenletet irjuk fel i = 1,2, 3, ..., n-te,

majd adjuk Ossze az egyenleteket. Innen a,=1°+2°+3*+ ... +n?
nn+1)2n+1)

a =

" 6

osztva 0, 2 vagy 4. A sorozat barmely 5 szomszédos tagja kozott 3 darab, az el-

s6 100 tagja kozott 60 darab 5-tel oszthatd szam van.

Masodik megoldds: Elég a sorozat tagjainak 5-tel vett osztasi maradékait vizsgal-

ni. Ezek rendre 1, 0, 4, 0, 0, 1, s mivel #n%> maradéka 6tosével ismétlédik, a soro-

zat képzési szabdlya miatt az 1, 0, 4, 0, 0 maradékok periodikusan ismétl6dnek.

1094. Az

, s ez a tort akkor oszthato 5-tel, ha n maradéka 5-tel

a, =1,
_ 1
az—l—?~ 15
1
a= 1—? “a,,

) 1 1 1 1 n+1
egyenleteket Osszeszorozva a, =|1— 7 1- Py 1—? | l=—= .

n+l @m+1)! n+1

2n 2" nl 2"

w

2 4
Azels6nt ta —-— —- ..
elsd n tag szorzata —-- - 5
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1095. Jeloljikk d-vel a sorozat kiillonbségét, ekkor a, +d = pa, +qa, — qd.
Innena,(p +g—1)=d(g+1).
Ha p +¢—1=0, akkor két lehet6ség adodik: d =0, illetve g = —1 (ekkor

dig+1) S
p=2).Hap+q—1#0,akkora,=——,s ez allando.
ptqg—1
a) Ekkorp +q—1=0,smiveld #0, p=2, g=—1.
a,_,+a,
Aza,, =2a,—a,_, rekurzié dtrendezve a,= —- 12 “L alakba

irhato, s ez valoban nem alland6 szdmtani sorozat, ha a, # a,.

b) Ekkord =0, p+q=1, a,=a, #0.

¢) Ekkor p és g tetszGleges valos szam lehet, a, =a, = 0.

1096. a) Els6 megoldds: a;=5,a,=9,a, =17 stb. Aza, = 2" + 1 sejtést tel-
jes indukcidval igazolhatjuk.
Masodik megoldds: Az a,—a, ,=2(a,_,—a,_,) atalakitasb6l a
d,=a, —a,_, killonbségsorozat 2 hanyadosti mértani sorozat. Innen
a,=a,+dy+d;+...+d,=2+1+2+4+ ... +2"7=2"+1.
Harmadik megoldds: A g* — 3q + 2 = 0 karakterisztikus egyenlet két
gyoke 1 és 2. Az a,=u-1"+v-2" explicit alakban u és v az
1

a, =2, a, =3 kezdeti feltételekbdl hatarozhaté meg: u=1,v = 5

b)2"+n—-1.

22 23 e on

T T .|
1097. a) Teljes indukcidval bizonyithatjuk, hogy a,= 2 :

(=21*<%f)‘

b) Aza,-a,- ... a,szorzatban 2 kitevGje
1 ! +|1 ! +|1 ! +..+]|1 ! = 1+ !
2 22 24 " on =n n’

1
log, 50000 = 15,61, innenn — 1 + ; > 15,61, han=>17.

1098. A feladat az a,,, = —a,,, —a, rekurzié explicit alakjinak meghataro-
zdsa az a,, = 2 és a,,, = 3 feltételekkel. A karakterisztikus egyenlet nem ad va-
16s gyokot, ezért felirjuk a sorozat néhany kezdtagjat: a; b; —a — b; a; b; —a — b
stb. A sorozat képzési szabdlya miatt az els6 harom tag periodikusan ismétl6-
dik. Mivela, =2 ésa, =3, a;=ay;;; = —5.

1099. A legtobb tartomanyt akkor kapjuk, ha a sikok altalanos helyzetiiek
(fuiggetlenek), vagyis a sikok és metszésvonalaik kozott nincsenek parhuzamo-
sak; tovdbba ha a tér egyetlen egyenesét sem tartalmazza ketténél tobb sik, és
a tér egyetlen pontjan sem halad a4t haromnal t6bb sik.

Tegyiik fel, hogy f, jeloli az n darab fiiggetlen sik 4ltal 1étrehozott tartomanyok
szamat. Az (n + 1). fiiggetlen sik (jeloljiik S-sel) a kordbbiakbdl n darab fiigget-

IV
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len egyenest metsz ki (semelyik kett6 nem parhuzamos, semelyik ponton sem
halad 4t kettnél tobb egyenes). Annyi Uj térrész keletkezik, ahany részre fel-
osztja S-et az n szamu fiiggetlen egyenes. Ha ezt a szdmot s,-nel jeloljik, az

fo1 =1, s, rekurziv Osszefiiggést irhatjuk fel (f, = 1 értelemszerien).
Az f,=f,_, +s,_, egyenletet irjuk fel i =1, 2, 3, ... , n-re, majd adjuk 6ssze az
egyenleteket. Innen f, =f, +s,+s, +s,+ ... +5,_,. Kordbban mar meghata-

n+n+2
1 1 ) > 18y

2
fn=1+5(12+22+32+...+(n—1)> + 5 (14243 + . +n—1)+n=

:1+(n—1)n(2n—1) N (n —41)n e

=-Dn@n-1+3)+12n+12 (—-Dn@m+1)+6n+6
- 12 - 6 -

roztuk s, explicit alakjat (1008. feladat): s, =

n*+5n+6
6
Megjegyzés:
n N n| (n NN
o Tl T2 = lo) ) 2] Tl
1100. a) Végtelen sok. Az a, =b, egyenlSségbdl k =n®+2n — 1 minden
n-re. (Vagyis (b,) részsorozata (a,)-nek.)
b) Az 236. feladat alapjan egyetlen kozos tag van: a, = b,.
¢) Végtelen sok.
d) Végtelen sok.

s, = + alakban is frhato.

n
e) Aza, = b, egyenlGségbdl k = Tl 1+ P s ez pozitiv egész

szam csak n = 1 esetben lesz. Egyetlen k6zos tag van: a, = b,.
1101. Akérdés tulajdonképpen az, hogy a 2001, 12 001, 22 001, 32001, ... so-
rozatban van-e 17-tel oszthat6 szam.
Els6 megoldds: Megprébalhatjuk visszaszorzasos modszerrel megkonstrudlni a
szamot. Az frasban végzett szorzas algoritmusat kdvetve egy

alblcld|e|f]| |1]|7

<
~

+
=
Q|3

O S|S |~

0(0|1

alaku tablazatban szerepl$ a, b, ..., t szdmjegyeket kell meghatdroznunk.
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Rogton adodik i =1, ezért f=3, h=5,g=0. Most h =5 miatt [ =5, e =5,
k=8, j=0. Tovabb folytatva a visszaszorzast (¢és figyelve az 4tvitelekre), az
alabbi tdblazatot kapjuk:

8135|317

+ 1
114(2{0]0]|1

Ez azt jelenti, hogy minden 8353 végli szdm 17-szerese 2001-re végz&dik.

PL: 18353 -17 = 312001, 28 353 - 17 = 482 001 stb.

Masodik megoldds: Az el6z6 megoldasban eredményiil kapott 142 001, 312 001,
482001, 652001 stb. szamokat megfigyelve észrevehetjiik, hogy a 2001 el6tti
szamok, 14, 31, 48, 65 stb., 17-tel novekednek. Ez az észrevétel egy masfajta bi-
zonyitasra, a skatulyaelv alkalmazédséara ad alkalmat.

Tekintsiik a 2001, 12 001, 22 001, 32 001, ..., 162 001 szamokat. Ha ezek kozott
van 17-tel oszthat6, akkor készen vagyunk (a feladat nem kovetelte meg, hogy
konkrétan meg is adjunk egy ilyen szamot).

Ha nincs kozottiik 17-tel oszthatd szam, akkor a lehetséges 1, 2, ..., 16 mara-
dékok koziil legalabb egy ismétlsdik, vagyis két szam ugyanazt a maradékot ad-
ja 17-tel osztva. Legyen ez a két szdm x2001 és y2001 alakt (x < y; x lehet 0 is,
y legfeljebb 16).

A két szam maradéka azonos, tehat kiilonbségiik oszthatd 17-tel. A kiillonbsé-
gk (v —x)0000 alaki. Mivel 17 és 10 000 relativ primek, csak 17 | y —x lehet-

séges. Ellentmondasra jutottunk, hiszenx ésy a 0, 1, 2, ..., 16 szdmok valame-
lyike.

\};agyis talalhat6 a 2001, 12 001, 22 001, 32 001, ..., 172 001 szamok kozott 17-tel
oszthato.

1102. a) Igaz;a, —a, | =20 +3n+1— <Z(n— 1) +3(n—1)+ 1) —dn+1

szamtani sorozat.

b) Igaz.

¢) a, =3, a5 =27. Jeloljiik a kiilonbségsorozatot (d,)-nel (d, =a, —a,_,),
ekkor as=a, +d, +d;+d,+ds. Innen d, +d; +d, + d; =24, vala-
mint 3+3+d,+3+d,+d,+3+d,+d;+d,+27=65 Mivel
(d,) szamtani sorozat, d, = d, + d, d, = d, + 2d stb. Az egyenletrend-
szer megoldasa d, = 3, d = 2, igy a sorozat tagjai 3, 6, 11, 18,27 (s a
kiilonbségsorozat 3, 5, 7, 9 valoban szamtani).

IV
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1103. El6szor a feladat b) részét oldjuk meg.
b) Az egyes szinteken1-6,2-7,3-8, ..., n(n + 5) darab test van. Ezek
egyiittes szdma 1+ 22+ 3%+ ... +n*+5(1+ 2+ 3+ ... +n) =
nn+1)2n+1) N Snn+1)  n(m+1)(n+38)
6 2 3 '
a) n = 10 helyettesitéssel a testek szama 660.

1104. Jeloljiik az els6 elemet a-val, a masodikat b-vel. Ekkor a sorozat tagjai

b 1 1 a b
a, b, —, —, B a, b, — stb. (6-0s periddus 1ép fel, hiszen két tagbol a har-
a a a
madik mar egyértelmien kovetkezik.) Egy peridduson belill a tagok szorzata 1,
2

igy az els6 40 tag szorzata — = 8§, a 80 tag szorzata ab = 8. Innen b =4, a = 2.
a

1105. A sorozat néhany kezdGtagja: a, = 1999, a, = 364, a; = 169, a, = 208,
as =130, a;=52, a;,=91, ay=130. A sorozat barmely tagja csak az elStte
allo tag értékétol fiigg, igy 3 hosszi ismétl6ds periddust kapunk. a,q,s = a; = 91.
1106. Kovessiik nyomon néhany id6egységig a moszat novekedését.

0 — 01 — 0132 — 01(3)2(32)2 — 01(3)2(32)2(322)2 —
— 01(3)2(32)2(322)2(3222)2 stb.

Az els6 hat dbra:

|_

|—
l_

A novekedést ugy értelmezhetjiik, hogy minden id6egységben egy 1j ledgazas
keletkezik, eggyel n6 a moszat ,,vaza”, valamint a mar meglév$ ledgazasok
hossza is. Magyarazatként tobbféle lehetdségiink van: észrevehetjiik, hogy a so-
rozat eleje mindig megismétlédik, s csak a 3 — 32 szabaly okoz novekedést;
vagy vizsgalhatjuk az egyes szdmjegyek szamat. (Egy harmadik mddszer a sza-
balyokra vonatkozoé indukciés gondolat.)

A moszat hossza ez alapjan, 100 novekedést tekintve: 1 +1+2+3+ ...+
+ 100 = 5051 lesz.
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1107. 10175 — 06087, azaz 60.87%-a.

1108. 2,5%-kal nétt.

1109. 2800000 -

1+ 0,07 160 =2887111 Ft
360 | :

. . . . conr . 27450 1o
1110. Mivel az 5 honapra juté kamat az indultSke 3¢5 = 0,075-6d része, Iv

azaz 7,5%:-a, ezért az éves kamatlab ennck a % része, tehat 18%.

1111. 50000 1,12° = 88 117,08 ~ 88 117 Ft-ot.

1112, 22000 _ 305 597 Froot.

1,12
1113. Az osztilyon két adjunktus dolgozott. (Jeldlje az adjunktusok szaméat
a,akkora =17 - (8 +1+4+ 1+ 1) =2.) Mivel az atlagos kifizetés 23 000 Ft,

ezért a hidnyz6 x pénzosszeg a kovetkezOképpen hatdrozhaté meg:
8-10000 + 1-14000 + 4 -25000 + 2-31000 + 1-45000 + x
= 23000, ahon-

17
nan x = 90 000 forint. Tehat a Professzor Ur 90 000 Ft-ot kapott.

1114. 1,08" =2 = n = 9 év az dsszegtdl fiiggetleniil.

1115. 100+ /0,15-0,11 = 12,8% < 13% (mértani és nem szamtani kozép(! ))
1116. (0,1 +0,2)-0,8=0,56, azaz az eredetileg befizetett Osszeg 56%-at
osztjak csak fel a nyertesek kozott.

1117. Atorlesztdrészlet forintra kerekitve 774 392 Ft.

1000000

0,1
400000) _120,09596 tehat x9,6%-05 kamatra’ 100 000 Ft

1118.(

0,1
befektetése esetén azonban (%) 12025893, azaz ~25.9%-ra.

1119. Egyszeri 300000 Ft esetén: 300000 - 1,1"=10° egyenletbdl n =

- lgllg# ~ 12,63 tehdt a gyerck 12 éves kordban. Evenkénti 50 000 Fit

befizetésével: 50 000(1,1" + 1,12+ ...+ 1) = 1 000 000, ahonnan a mértani

t
sorozat Osszegképletét hasznilva 20 = %, tehat = 11,53 ezért 13 éves

kortol.
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1120.
év hitelallomany kamat hiteltorlesztés
1 1000 000,00 150 000,00 9761,47
2 990 238,53 148 535,78 11 225,69
3 979 012,84 146 851,93 12 909,54
4 966 103,29 144 915,49 14 845,98
5 951257,32 142 688,60 17072,87
6 934 184,44 140 127,67 19 633,80
7 914 550,64 137 182,60 22 578,87
8 891971,77 133 795,77 25 965,71
9 866 006,06 129 900,91 29 860,56
10 836 145,50 125 421,83 34 339,65
11 801 805,86 120 270,88 39490,59
12 762 315,26 114 347,29 45 414,18
13 716 901,08 107 535,16 52226,31
14 664 674,77 99 701,22 60 060,25
15 604 614,52 90 692,18 69 069,29
16 535 545,23 80331,78 79 429,69
17 456 115,54 68 417,33 91344,14
18 364 771,40 54 715,71 105 045,76
19 259 725,64 38 958,85 120 802,62
20 138 923,02 20 838,45 138 923,02

A viltozatossag kedvéért szamoljunk jelenértékkel! Az a kérdés tehét, hogy 6t
éven at fizetett 100 000 forint jelenértéke nem tobb-e 400000 forintnal.

1 1 1
100000 - + + + + = 379078 < 400000, tehat elég.
L1121, 1,1t e

1121. Az elsS esetben 52500 Ft a kamat, tehat 102 500 forintunk lesz.

A masodiknél 1,117 = 2,076-
szoros, azaz 103 808 forintunk
lesz, mig a harmadik esetben a
betett Osszeg
1,17-1,15-1,13-1,11 - 1,09 -
-1,07> = 2,1061-szorosa  lesz,
ami 105505 Ft, és igy a
legjobb.

1122. Az évente fizetends
részlet (x) kiszamitasa:
10%-1,15% =

=x - (L15Y+ 1,15% + ... + 1),
~ o wvw ~ o = o wv o o ahonnanx=159761,5 Ft.

1 000 000,00 -
900 000,00 +
800 000,00
700 000,00 +
600 000,00 1
500 000,00 +
400 000,00 +
300 000,00 +
200 000,00 +
100 000,00 1-

0,00

—o— hitelallomany
—&— kamat
—— hiteltorlesztés
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1123. 1,1°x =100000; x = 62092 Ft

1124. 10°- 1,15" =10% n= ; = 16,475. Tehat kb. 17 év alatt.
(Ig1,15)
1125. 500000 ¢° = 1000000; g =3/2 =1,148698 = 14,87%-0s kamat.
1126. Mivel 10 év alatt 6sszesen 40-szer szamolnak kamatot, viszont egy
kamatszamitasi periddusra csak az éves kamat negyede esik, ezért az induld
téke x értékét a kovetkezd Osszefiiggésbdl szamoljuk:
40

0,1
402760 =x 1+T = x=150000.

n

1,12
1127. =1 :
50000 1, e 000 000;

200,12
L127=1+——"1,12 = 3,14286;
112

n=10,10 = 11 év.
1128. El6szor azt kell meghatarozni, hogy mekkora havi kamatnak felel meg

éves 36%-o0s kamat.
12

1,36 =1+ %] , ahonnan p =2,6%. Ezek utan ugyanugy kell szdmolni,
mint ha 10 éves torlesztést hataroznank meg ezzel a p%-os kamattal.
10
o 1,026 —1 N
300000 - 1,026 =X m, x =~ 34455Ft
2 5 12
1129. 4:121; B:|1+—| =121; C:|1+— ] =1,2134;
365
D: |1+ 3’6 5] =1,2213, tehat D a legjobb.
02 .
(20%-o0s kamat mellett n tOkésités esetén |1 + — | , ami tart €™ ~ 1,221 402 7.)
n
a-(1,14"—1)
1130. 1000000 = —— =, a =191 713,5 Ft.
1,14'°-0,14
1131.
450000 - 1,065 - (1,065°~1)
a) SH= =450000-7,52287=3385291Ft;
0,065
) 6 000000 450000 1,065 - (1,065"— 1)
) B 0,065 ’

1g1.8137715  0,258582

= =945 év.
I 1,065 002735

IV
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1132. C, 1,03%-0,95-1,03-0,96 = C,- 0,9965.

a) kevesebb lett az ara

b) 1 —0,9965 = 0,0035 = 0,35%-kal csokkent.
1133. Azt kell kiszdmolni, hogy a jovGben kapott kiillonb6zd 6sszegek ma
mekkora 6sszegnek felelnek meg. Ez azt jelenti, hogy mennyi pénzem kellene

legyen ma ahhoz, hogy péld4ul 4 év mulva ki tudjak fizetni 2 000 000 forintot.

2000000 . .
Ez 15%-o0s kamatot feltételezve j forint. Ezért az egyes ajanlatok

értéke:

A = 2000000 + 250000 - + + ..+
L15  1,15° 1,15

1 1
o |= 3121830 Ft.

1 1
B =1000000 + 2000000 ——+ 2000000 ——— =3 008 161,7 Ft.
1,154 1,15°

> >

Tehat az a) ajanlat az el6nyosebb.
5

1,1
1134. x 1,15 115-1" 300000 - 1,15° ahonnan x = 77821 Ft.

1135. 1,08"=(1 +x)8:>x =14/1,08" — 1 =0,10098 = 10,1%-0s kamat.
1136. Anyeresége 25% volt, a vesztesége pedig 20% volt.

1137. Azelst tizem teljesitménye tehat 3/,-e masodikénak. Ezért az egyenlet
a kovetkezo:

3 ., . lg 0,75

g MO = s e 1
1138. 0,8-x°=1-1,03, ahonnan x=1,03-8/1,25 = 1,059,
tehat korulbelil 6%-os novekedést kell az els6 szallodanak elérnie.
1139. 6000 -1,03°= 3000 - 1,032+ x- 1,03 + x. Tehat

3000 - (2 1,033 - 1,032)
x= 2.03 = 1662 euro.

1140. 1650-12-1,02°= 1600 - 12 -x*; x = 1,0305= tehat 3%-os novekedést
kell elérni.

=6,18 év.

5

. —

1141. 380000 1,1°=611993,8; 100000 - = 610510, tehat valéban

b

elég.



