ll. Grafok

Alapfogalmak

346. a) A graf egyszerti. 3 komponensbdl all, 7 pontja (ezek koziil kettd

izolalt), 5 éle van. Az egyes csticsok fokszamai rendre 3, 3,2, 1, 1, 0, 0.

b) A graf 2 komponensbdl all. 8 pontja (egy izolalt), 16 éle van. A tobb-

szOr0s élek kozil kettd kétszeres, egy haromszoros. Az egyes cstucsok
fokszamai rendre 5, 5, 5, 5, 5, 4, 3, 0.

c) A graf egy komponensbdl all, 5 pontja, 7 éle (ebbdl egy hurokél és egy

haromszoros él) van. Az egyes csucsok fokszdmai rendre 4, 2, 4, 3, 1.

d) Az iranyitott graf 3 komponensbdl all, 7 pontja (egy izolalt), 7 éle van.

Az iranyitott élek koziil egy kétszeres.
7. @ b) o 347/1.
W O/W & ;
a) és b)egyszeri grafok, a)l, b) 347/Il.

pedig 2 komponensbdl all (347/1. )
a

abra). A komplementer grafjaik a o b
347/11. abran lathatok: /(

348. a) Az egyik pontbdl 5 €l indul ki, a neki megfelel6 személynek van a

legtobb ismersse, 5.
b) A pontnak megfelel6 személynek nincs ismerdse a tarsasagban.

349. a) llyen varosok pl. Debrecen és
Siofok, vagy Szeged és Gydr,
amelyek kozti utvonal Budapes-
ten halad at. A Debrecen-Si6-
fok tavolsag 332 km, ez megegye-
zik a Debrecen—Budapest és Buda-
pest-Siofok tavolsagok dsszegével;
a Szeged-Gyor tavolsag 294 km,
ez megegyezik a Szeged—Budapest
és Budapest-Gy0r tavolsagok
Osszegével.

34




72 Grafok

D D B B BD BD D D B B  BD BD

Q OC Q oC Q OC Q OC

350. Az abran az apai 4gat mindig jobbra, az anyai d4gat mindig balra tiintet-
tiik fel. Nagyapainkat A4, az 6 dédapaikat B betiivel jeloltiik; hasonldéan déd-
apdinkat C, az § nagyapjaikat D bet{ivel.

Lathatd, hogy nagyapaink dédapjai és dédapdink nagyapjai altaldban kiilon-
b6z6 személyek. (A ,,nagymamai” agu dédapaink nyilvdn nem rokonai a nagy-
apai ag leszarmazottainak.)

Megjegyzés:
A szemléletesség kedvéért alkalmazott grafok csak formalisak, hiszen nem
fogalmaztuk meg pontosan, hogy mik is a graf csucsai és élei. Hasonl6 tipusu
feladatok esetében alkalmazhatunk iranyitott grafokat is, ha nem egyértelmii a
folyamat irdnya, vagy ha az irdnyt hangsulyozni szeretnénk.
351. a) A grafok izomorfak egymassal.

b) Szamozott csucsok esetén a 2., 3., 4. grafok izomorfak egymadssal,

hiszen ugyanazon pontjaik kozott van él.
352.

csucsok szama 4 (4141414555166 ]| n|n
élek szama 0 1
grafok szdma 111 (23|12 (23|63 [8]3]|09

[ s52. ]

[\
(O8]
N~
[\
(O8]
~
(O8]
N
[O8]
~

o} o) o0—o0

353.

csuacsok szama 1 1 21212131344 | n|n
élek szama 11211231212 1]2

grafok szdma 1 (1 (2 4|6 2|6 |2|T7]|2]|6
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A 4 csucsu, 2 €l grafok:
[353. ] o Q Q
o)
@ o o O

o o O o
oo@—oo—i

354.
csicsok szama 2122131334414
élek szama oOoj1|2f(12]13]1]2]3

szamozott csucsa grafokszdma | 1 | 1 [ O [ 3 | 3 | 1 | 6 | 15|20

355.
csuacsok szama 1 1 21212113134 4
élek szama 112112312 ]|1]2

szamozott csuicsu grafok szama| 1 | 1 | 3 | 6 [ 10| 3 | 10 | 10 | 49

A 2 csucs, 3 él lehetséges esetei:

|El@o Co@o—@@—@
B @0 @

o o) =0

356. a) Izomorfak.

b) Semelyik kett6 nem izomorf.

¢) Izomorfak.
357. Az els6 grafban hurokélek vannak, a masik kettGben nem, tehat az elsd
nem lehet izomorf sem a 2., sem a 3. graffal. A 2. és 3. grafok izomorfak, egy
lehetséges szdmozas lathatd az dbrén.
Mindkét grafban pontosan ugyanazokat a csticsokat kotottiik dssze éllel.

[857. ‘ :
2 7 3 6
3 6 5 4
4 5 7 2
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358. Nem izomorfak. (Pl. a masodik dbran barmely pontbd6l barmely pontba
el lehet jutni két élen keresztiil.)
359. a) Igen. b) Nem, egy ellenpélda:

360. a) Ha egy 6 pontu egyszeri grafban minden pont foka 3, akkor a komp-
lementerében minden pont foka 2. Minden grafot a komplemente-
rével parosithatunk, ugyanannyi van a kétfajta grafbol.

b) A 6 pontt teljes graf éleinek szama 15. A 7 élt grafokat parosithatjuk
a 8 élii komplementer grafjaikkal, a kétfajta grafbol ugyanannyi van.
361. 1.Igaz; 2.igaz; 3.igaz; 4. hamis.

Ellenpélda:
b
oo @

vagy egyszer(i grafokra: 361/Il.

362.
cstcsok szama 41414141414 (4|5|5[5]|5|5(5|5]|5
élek szama 01234 |5|6|10]1]12|3|7|8(9](10

egyszertigrafokszama | 1 [ 1 |2 (3|2 (1|1 (112|414 |2|1]|1

Eszrevehetjiik, hogy 4 pont, k éli egyszerii graf (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5) ugyanannyi
van, mint 4 pontd, 6 — k éld egyszer( graf; vagy 5 pontd, m éli (m =0, 1, 2, 3)
ugyanannyi, mint 5 pontd, 10 —m éld.

363.
csucsok szama 3131313141414
élek szama 0O(1]2]3]60

szamozott egyszerl grafok szaima 1 (3 (31|16 |15(20(15(6 |1

A tablazat szimmetriajat vehetjik észre.
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Egy 3 csucsu egyszerl grafnak legfeljebb 3 éle lehet. Ezekbdl kell kivalasztani
rendre 0, 1, 2, 3-at. Minden olyan grafhoz, aminek k éle van (k =0, 1, 2, 3),
parosithatunk egy olyat, amelyik 3 — k ¢éld, igy a két tipus szdma megegyezik.
Hasonl6 a helyzet a 4 pontt egyszeri grafokkal, melyeknek legfeljebb 6 élik

lehet.
364.

365.

366.

367.

368.

a) Minden pontra teljestil, hogy az oda befut6 és onnan kiindul6 nyilak
szama Osszesen 3.

b)F.

¢) Veretlen csapat nincs, hiszen minden pontbdl indul ki nyil.

d) A pontszamok: A: 6, B: 6, C: 6, D: 3, E: 6, F: 0.

a) C 4 mérk6zést jatszott, a tobbi csapat 3-3-at.

b) F-nek 3 gy6zelme van, ez a legtobb. Nincs A H

gy6zelme E-nek.
¢) Nem, pl. D, A, B, C kozott ,korbeverés” B G
tortént.
a) A Cvagy a D érme lehet a legnehezebb.
b) Ez a mérési abra nem johet 1étre. Az A, F, C
osszehasonlitasakor valészintileg mérési hiba € F
tortént.
D E

¢) A legnehezebb a D érme.

a) Az a) esetben B—-A—C—E—D—F az er6-
sorrend.

A b) esetben B—A—C—E, illetve D—F kapcsolatokat ismerjiik.
A ¢) esetben A—=E—F—C—D és B—C—D sorrendek allapithatok
meg.

b) Ugyanezeket az infor-
maciokat nyerjik a 4
mellékelt abrakrol is.

c)5 mérkdzésre min-
denképpen  sziikség
van. Minden mérkd-
zés utdn legfeljebb
egy jat€kosrol - a E C E
vesztesr8l — allithat-
juk, hogy nem lehet 6
a logjobb. b b

d) 14. Ez a helyzet all el6, ha pl. a két leggyengébb jatékos kivételével
mindenki jatszott mindenkivel. (Osszesen 15 mérk&zésre keriilhet
sor.)

a)l.

b) A verseny alakulasa 27 = 128-féleképpen torténhet, hiszen mindegyik
mérk6zést az also, illetve a felsd agrol érkez6 csapat is megnyerheti.

¢) Az el6dontében B ellenfele C vagy D lehet; a masik 4gon pedig 4-féle
parosités alakulhat ki.

d) Az A-B, E-F, illetve a dontdben a D-G parositasok eredménye két-
féle lehet, ez dsszesen 2° = 8 lehetdség.

B F B F
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Megjegyzés:

Itt és a kovetkezd néhany feladatban a grafok segitségével konnyebben atte-
kinthet6vé tehetd a feladat, illetve annak megoldasa. Valdjdban szemléltetd jel-
leggel csupan formalis grafokat alkalmazunk, hiszen pontosan meg kellene
hataroznunk a graf pontjait és csicsait. (Ebben a feladatban a graf pontjainak
egyes jatékallapotok, a kovetkezd feladatban huzési helyzetek felelnek meg
stb.) A formaélis grafokat tekinthetjiik folyamatabrdknak, s alkalmazhatunk ira-
nyitott éleket is.

369.4a)6; b)5-4-3-2=120.

370. a)

k 2 1 s
RN
1 s s 1

N— @

1
k
¢) Mindegyik sorozat 1étrejottének azonos a valdszintisége.

A masodik dbran lathat6, hogy a ppks, pkps stb. sorozatok mindegyike

kétféleképpen keletkezhet, pl.: ppks =~ 12ks és ppks ~ 21ks.
371.a)
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b) A 8 egyforman val6szind sorozatbdl 3-ban van 2 fej és 1 irés, a vald-

szinliség 3

372. a) Az 5 érmének 5! =120 kiilonboz6 sorrendje lehetséges, s minden
mérésnek kétfajta eredménye lehet. Mivel 2° = 64 < 120 < 27 = 128,
legalabb hét mérésre lesz sziikség. (A 120 és a 128 igen kozeli szamok,
igyekezni kell minden mérésnél megkozelitSleg felezni a lehetSségek
szamat.)

Jeloljik az érméket 4, B, C, D, E-vel, s el6szor hasonlitsuk dssze [[372/].

pl. A-t a B-vel, majd C-t a D-vel! Feltehetjiik, hogy a nehezebb B,

illetve D volt, s ezt jelolhetjiik A—B, illetve C—D médon. Har-

madik mérésként 4 és C Osszehasonlitdsa kovetkezhet. A szim-

metrikus helyzet miatt most is feltehetjiik, hogy A—C,igya372/. ¢ — D

grafot kapjuk.

Ezutan helyezziik el E-t az A—C—D lancban! E négy 372/l

helyre keriilhet, két méréssel meg tudjuk hataroznia 4 —» ¢ —» E —» D
helyét. El6szor C-vel hasonlitjuk 0Ossze, s ha pl i

nehezebb volt, akkor D-vel. Ha D-nél pl. konnyebb-

nek bizonyult, akkor a 372/I1. grafot kapjuk. B

Végiil B-t helyezziik el az A—C—E—D lancban. Négy [372/111.]
helyre keriilhet, ezért el6szor E-vel hasonlitjuk 6ssze, s ha pl. -

konnyebb volt, akkor C-vel. Igy a 7 mérés valéban elegend§ 4 —» ¢ —» D
ahhoz, hogy megallapitsuk, milyen névekvd sorrendben ¢ / \ f
kovetkeznek egymas utin az érmék. Ha az utolsé mérés

eredménye pl. B—~C, akkor a mérési eredményeket a 372/11I. 8 —>E
graffal szemléltethetjiik.

A mérési eljaras akkor is hasonldan végezhet$ el, ha az egyes mérések mas
eredményt adnak, a kapott irdnyitott graf viszont més lesz.

Osszefiiggések a graf csucsai és élei kézott

373. Az ismeretségek szamanak Osszege 37. A tarsasag barmely két 4 és B
tagjara igaz, hogy a kozottiik 1évs ismeretséget A-nal és B-nél is beszamitottuk
az Osszegbe. Ezért az egyes tagok ismeretségeit Osszeadva a tagok kozotti
ismeretségek szamdnak kétszeresét kapjuk. Ez csak paros szam lehet, vagyis a
vendégek koziil valaki biztosan tévedett.
374. Az el6z6 megoldasnal lattuk, hogy az egyes tagok ismeretségei szamanak
Osszege csak paros szam lehet. Ha egész szamok Osszege paros, akkor az csak
ugy lehetséges, ha paros szamu paratlan tag szerepel az dsszegben.
375. Az ¢l6z6 feladatok megoldasai alapjdn a fokszdmok Osszege az élek
szaménak kétszeresével egyenls. Ez az Osszefliggés akkor is igaz marad, ha a
grafban tobbszoros élek vagy hurokélek vannak. Igy az élek szdma:

a)8; b)6; c) 10.

d) llyen graf nincs, a fokszamok 0sszege nem lehet paratlan.
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376. Az egyes tagok ismeretségeinek Osszege paros, ez pedig nem lehetséges,
ha mind a 15 szdm paratlan. A hazigazda biztos lehetett a dolgaban.
377. Az ismeretségek kolcsonosek, igy a két csapat egy-egy tagja kozotti
ismeretség egyarant eggyel noveli mindkét csapat pontszdmat. Ez a jaték nem
izgalmas: ha senki sem tévedett, a két 0sszeg egyenld.
378. Ha a tarsasag n tagbdl all, barmely személynek 0, 1, 2, ... , n — 1 baratja
lehet. Azonban ha van olyan, aki n — 1 tagnak barétja (vagyis mindenki més-
nak), akkor nem lehet olyan, akinek 0 baratja van (és forditva). Tehat (n — 1)-
féle lehet6ség adddik az egyes tagok bardtainak szdmdra, s mivel n tag van a
tarsasagban, a skatulyaelv miatt lesz kdzottiik ketts, akinek ugyanannyi baratja
van.
379. a) Igaz; b)igaz; c) igaz;

d) igaz. Ha ugyanis n pont esetén minden pont legalabb masodfokd,

n-
akkor az €lek szdma legalabb — = lenne; marpedig kevesebb él

van, mint pont.
380. a) A fokszamok Osszege 13, paratlan, tehat ilyen graf nincs.

b) A fokszamok Osszege 14, a grafnak 7 éle van. A két negyedfoku pont
kozott van €l, kiilonben 4 mdsodfoku pont is lenne. Ha az egyik
negyedfokd pontbdl meghizzuk a 4 €lt, a masikbodl tovabbi 3-nak kell
kiindulnia. Ezek egyike az eddig izolalt pontba megy, a masik kettd
szimmetrikus helyzetd. Egyetlen egyszeri G graf van.

c¢) llyen egyszeri graf nincs; ha van két 6todfokd pont, akkor ezek min-
den més ponttal Ossze vannak kotve, tehat minden pont legalabb
masodfoku. .

d) A grafnak 10 éle van. Egyszerlibb a G
komplementer grafot vizsgalni. Ennek 5 éle
van, fokszamai 0, 0, 2, 2, 3, 3. A két izolalt
pont miatt konnyen adddik, hogy egyetlen
. ilyen graf van.
| e) A griafnak 5 éle van. Ha behtzzuk a har-
! madfoku pont éleit, majd az egyik izolalt
pontbdl egy élt, az utolsé él behtizasara két
lehetdségiink van (4bra).

O @)
381. a) Nincs megoldas.

6
b) A két negyedfoku pontot [2], a maradék 4 csucsbodl a két masodfoku

4 6) (4
pontot [2]-féleképpen vélaszthatjuk. Eredmény: [2]‘[2J=15~6=90.

381/1. ¢) Nincs megoldas.

-

e) Ha a graf tartalmaz 4 hosszua kort (381/1. 4bra):
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A kor pontjait

6
4] = 15-féleképpen vélaszthatjuk ki, s minden kivalasztashoz

harom kor tartozik. Ugyanis ha a kor csucsait 1, 2, 3, 4-gyel jeloljik, a rogzitett I I
1-es utan a 2, 3, 4 elemeknek 3! = 6-féle sorrendben kovetkezhetnek, de egy-
egy kort két sorrend is meghatdroz (pl.az1 —-2—-3—-4és1 -4 —3 -2 korok
megegyeznek). A koron kiviili els6fokd pontot 2-féleképpen valaszthatjuk ki és
4 ponttal kothetjiik Ossze. Az I-es tipusu grafok szdma tehat 15-3-2-4 = 360.

Ha a graf 3-hosszu kort tartalmaz (381/11. dbra): 381/ILl.
6
A kor pontjait [3] = 20-féleképpen vélaszthatjuk ki. Barmelyik

izolalt pontot a kor barmely pontjaval 6sszekothetjik (3-3 =9

eset),
kettd kozil. A I-es tipusa grafok szdma 20-9 -2 = 360.

s hozza ki kell még valasztanunk egy pontot a maradék

Osszesen 360 + 360 = 720 graf van.

382.

383.

384.

16ek.

385.

Az 5 pontu teljes grafban 10 él
van, tehat csak 5 éld graf lehet izo-
morf a komplementerével.

Nem lehet tovabba olyan pont a graf-
ban, melynek fokszdma 0 vagy 4,

a) Barmely pont foka legfeljebb 7 lehet.
b) A fokszamok 6sszege nem lehet paratlan.
¢) Ha van hetedfoku pont, akkor nem lehet nulladfokd.
d) Ha két hetedfoku pont van, akkor minden pont foka legalabb 2.
e) Ha hiarom hetedfokt pont van, akkor minden pont foka legalabb 3.
A fokszamok Osszege legaldbb 5-3 = 15, a grafnak legalabb 8 éle van.
Egyszeriibb a komplementer grafok leszimolasa, ezeknek 0, 1 vagy 2 éliik
lehet.
a) 5 pontu, egyszerti graf 0 éld 1 darab, 1 €l 1 darab, 2 é1i 2 darab van,
Osszesen 4 darab.
b) Ha a csicsok szamozottak, akkor:
0 éld graf 1 van;
1 €It graf 10 darab (a 10 lehetséges €l barmelyikét kivalaszthatjuk);

=45 darab (a 10 lehetséges élbol 2-t kell kivalasztanunk).

2 éld graf

Osszesen 56 darab 5 ponti, egyszer(i, szamozott graf van.

Az 4bran 1évo grafok megfele-

tehat a fokszamok 1, 2, 3 értékeket
vehetnek fel. Az egyes lehet6ségek a fokszamokra a kovetkezdk:

a)2, 2, 2, 2, 2. Egyetlen ilyen graf van, amely izomorf a komple-
menterével.
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385/1 b) 1,2, 2,2, 3. A380. ¢) feladat

80
megoldasa alapjan 2 ilyen graf van
(385/1. abra).

Ezek nem izomorfak sajat komp-
lementer gréfjaikkal. (Az egyik komp-
lementere izomorf a masik graffal és
forditva.)

c) 1, 1, 2, 3, 3. A két harmadfo-

ku pontot 6ssze kell kotni (egyébként

nenrl) lenne els6fokd pont), é(s Ignyindket-
t6hoz csatlakozik két els6foku pont.
Egyetlen ilyen graf van (385/11. abra),
s ez komplementerével izomorf.
Osszesen két 5 pontd egyszerti graf
van, amely izomorf a komplemen-
terével.

386. A tarsasag tagjait pontokkal, a kozottik 1évé ismeretségeket élekkel

szemléltethetjiik. A feladat az 5, illetve n ponta teljes graf éleinek szdmét

kérdezi.

a) Néhany lehetséges megoldasi gondolatmenet:

Elsé megoldds: Mindenki 4 masik személyt ismer, ez 5-4 =20
ismeretség. De mivel minden ismeretséget kétszer szamoltunk (a két

személynél), az Osszes ismeretség szdma N 10.

Madsodik megoldds: Szdmozzuk be a tarsasag tagjait 1-t5] 5-ig! Az els6
személy 4 masikat ismer, a masodik mar csak 3-at (az els6 taggal vald
ismeretséget mar szamoltuk), a harmadik 2-t, a negyedik 1-et. Az
0todik minden ismeretségét szamoltuk mar, dsszesen

4 +3+2+1=10 ismeretség van.

Harmadik megoldds: Az 6t személybsl barmely kett6t kivalasztva egy-
értelmiien meghatarozzuk a hozzajuk tartoz6 ismeretséget. Ot
személybdl kettSt ugy kivalasztani, hogy a kivélasztott személyek sor-

5
rendjére nem vagyunk tekintettel, 5|~ 10-féleképpen lehet.

Negyedik megoldds: Jelolje f, az n taga tarsasagban lehetséges maxi-
malis ismeretségek szamat! (n € Z")
fi=1, f,=1stb.; a feladat f; meghatdrozasa.
Tegyiik fel, hogy k személy esetén a maximalis ismeretségek szama f} !
Ekkor egy (k + 1). személy megjelenésekor k 4j ismeretség keletkezik,
ezértf, ., =f,+k.Innenf,=f,+2=3,f,=f,+3=6,f,=f,+4=10.
n-(n—1)

7 .
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n-(n—1)
387. —
388. Minden lehetséges élt vagy a grafban, vagy a komplementerében felve-
n-(n—1
szlink, ezért az élek egylittes szama 7 )

389. Ha n versenyzd vesz részt a versenyen, akkor mindenki n — 1 mérk&zést
jatszik Osszesen, eddig tehat mindenki n — 3 mérkdzést jatszott. Innen
n-@m—3
PO s w13 (n = —10 hamis gyok).
390. Az 5 pontu teljes graf éleinek szama 10. A szdmozott grafhoz mindegyik
él vagy hozzatartozik, vagy nem. A 10 él mindegyikéhez — egymastol fiiggetleniil
— kétféle értéket rendelhetiink, igy a grafok szdma 2'° = 1024.
391. a) 5 pontu teljes grafot kapunk.
5-4
b) Az 5 pontu teljes graf éleinek szama — = 10.

10
c) e 210-féleképpen.
392. a) 7 pontu teljes grafot kapunk, minden csicsban egyszeres hurokéllel.
7-6
b) T + 7 =28.
393. Els6 megoldds: Levonjuk az n pontot egymassal 0sszekotd Osszes szakasz
n-(n—1)
2
Masodik megoldds: Egy cstiicsot n — 3 masikkal kdthetlink Ossze, n csics esetén
ez n(n — 3) 6sszekots szakaszt jelent. Mivel mindegyik atlot kétszer szamoltuk
n-(n—3)

szamabol az n-szog oldalainak szamat. Eredmény:

(a két végén), az atlok szama

394. 219 — 39 = 180 bels6 piros pont van. A piros pontokbdl kiinduld szaka-
szok szama 180 -4 + 39 -3 = 837, ezek mind pirosak vagy feketék. A piros sza-
kaszokat a két végpontjukndl kétszer szamoltuk, igy ha x a piros szakaszok
szama, akkor 837 = 2x + 237. Innen x = 300, ennyi piros szakasz van. Az 0sszes
szakasz szama 19-20-2 = 760, a kék szakaszok szama 760 — 300 — 237 = 223.

Szabdlyos testek csucsai, élei

395. Egy lapon 3 él, a négy lapon 4 - 3 = 12 él van. De mivel minden élben két

lap taldlkozik, ezért minden €It kétszer szamoltunk. Az élek szdma tehat
12

2
396. Egy lapon 3 cstcs, a 8 lapon 8 - 3 = 24 cstics van. De mivel minden cstics-

ban 4 lap taldlkozik, ezért minden cstcsot 4-szer szdmoltunk. A csicsok szdma

th’t24—6
ehat —-=6.



82 Grafok

Egy lapon 3 él, a 8 lapon 8 3 =24 ¢l van. De mivel minden élben 2 lap
2
talalkozik, ezért minden élt 2-szer szamoltunk. Az élek szama tehat BN =12.

397. Egy lapon 3 csucs, a 20 lapon 20-3 =60 csucs van. De mivel minden
csticsban 5 lap taldlkozik, ezért minden csticsot 5-szOr szamoltunk. A csicsok

60
szama tehat 5" 12.
Egy lapon 3 él, a 20 lapon 20-3 =60 él van. De mivel minden élben 2 lap
60
talalkozik, ezért minden élt 2-szer szamoltunk. Az élek szama tehat X = 30.

398. Nem lehetséges. A hat, egy csicsban taldlkozd szabalyos haromszog
csucsba befutd szogeinek osszege 360°, vagyis kifeszitik a sikot, nem zarnak be
véges térrészt. 6-nal tobb haromszog esetén 360°-ndl nagyobb értéket kapunk,
ami lehetetlen.

399. Egy lapon 4 cstcs, a 6 lapon 4 - 6 = 24 csucs van. De mivel minden cstics-
ban 3 lap taldlkozik, ezért minden cstcsot 3-szor szamoltunk. A csicsok szdma

24
tehat 7 = 8.
Egy lapon 4 €I, a 6 lapon 6-4 =24 €l van. De mivel minden élben 2 lap
2

talalkozik, ezért minden élt 2-szer szamoltunk. Az élek szama tehat BN =12.

400. Nem lehetséges. Egy csicsba befutd négyzetek szogeinek 0sszege 360°-
nal csak kisebb lehet.

401. Egy lapon 5 cstcs, a 12 lapon 12-5 =60 cstcs van. De mivel minden
csticsban 3 lap taldlkozik, ezért minden csticsot 3-szor szamoltunk. A csicsok

60
szama tehat Y =20.
Egy lapon 5 él, a 12 lapon 12-5 =60 él van. De mivel minden élben 2 lap
60
talalkozik, ezért minden élt 2-szer szamoltunk. Az élek szama tehat > = 30.

402. Nem lehetséges. A csticsba befutd otszogek szogeinek osszege 360°-nal
csak kisebb lehet.

403.
tetraéder kocka oktaéder | dodekaéder | ikozaéder
lapok szama 4 6 8 12 20
csucsok szama 4 8 6 20 12
élek szama 6 12 12 30 30

Mindegyik szabdlyos testre igaz a ,,csicsok szdma + lapok szdma = élek szama
+ 27 Osszefiiggés.
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404. Egy élen 2 cstics, a 30 élen 30 - 2 = 60 csics van. De mivel minden cstics-
ban 5 lap taldlkozik, ezért minden cstcsot 5-szOr szdmoltunk. A csicsok szdma

60
tehat 5 - 12.
Egy élhez 2 lap, a 30 élhez 30 -2 = 60 lap tartozik. De mivel minden lapot 3 él
60
hatarol, ezért minden lapot 3-szor szdmoltunk. A lapok szdma tehat 3 =20.

405. Egy ¢len 2 cstics, a 12 élen 12 -2 = 24 csiics van. De mivel minden cstcs-
ban 4 lap taldlkozik, ezért minden cstcsot 4-szer szdmoltunk. A csicsok szdma
tehat % =6.

Egy ¢élhez 2 lap, a 12 élhez 12 -2 = 24 lap tartozik. De mivel minden lapot 3 ¢l
hatarol, ezért minden lapot 3-szor szdimoltunk. A lapok szdma tehat 2? =8.

406. Egy csucshoz 3 lap, a 20 csicshoz 20 - 3 = 60 lap tartozik. De mivel min-
den laphoz 5 csucs tartozik, ezért minden lapot 5-szor szamoltunk. A lapok

szama tehat 5 =12.

Egy csicsba 3 €1, a 20 csticsba 20-3 = 60 €l fut be. De mivel minden élhez 2

csdcs tartozik, ezért minden élt 2-szer szamoltunk. Az élek szama tehat
60

— =30.
2
Vegyes feladatok
407. Barmely csapat lejatszott mérkdzéseinek szdma 0, 1, 2, ... , 9 lehet; de a

0 és 9 egyiitt nem lehetséges. Ha valamelyik csapat méar lejatszott 9 mérk&zést,

akkor az 0sszes tobbivel taldlkozott, s nem lehet olyan csapat, amelyik egyetlen

mérkdzést sem jatszott.

Tehat 9-féle lehet6ség adodik a mérkdzésszamokra, s mivel 10 csapat jatszik, a

skatulyaelv miatt lesz kozottiik kettS, amelyik ugyanannyi mérk&zést jatszott.

Az dllitas 10 helyett tetszGleges szamu csapatra igaz, hasonlé gondolatmenettel

igazolhatjuk.

408. Ha minden csapat csak 2 mérkdzést jatszott volna, akkor a mérkdzések
10-2

szama = 10 lenne, ezért van olyan csapat, amelyik mér legaldbb hdrom-

szor jatszott.

Altaldanositds: ha n csapat kormérk6zéses versenyén legaldbb n + 1 mérk&zést

mar lejatszottak, akkor van olyan csapat, amelyik legalabb hdromszor jatszott.

409. Ha minden csapat csak 3 mérkszést jatszott volna, akkor a mérk6zések
16-3

szama = 24 lenne. Tehat ha 25 mérk6zés mar lezajlott, van olyan csapat,

amelyik legalabb négy mérkdzést mar lejatszott.



84 Grafok

410. A két szam egyenld, hiszen minden egyes tancot a fitiknél és a lanyoknal
is beszdmitottunk.

411. A legtobb metszéspontot akkor kapjuk, ha semelyik két 4tl6 metszés-
pontjan nem megy 4t harmadik atl6. Ekkor barmely négy csucs egyértelmiien
meghatdroz egy metszéspontot, ezért az atlok metszéspontjainak maximalis

. n
Szama

n
412. Az n pontu teljes grafnak [2] éle van. Ha a gréf csucsai szdmozottak, ak-

kor mindegyik €l két ,,allapoti” lehet: vagy éle a grafnak, vagy nem, egymastol

fiiggetlentil. Az n pontd, szdimozott csticsu egyszerli grafok szama ezért 2<2).

413. 1.Hamis; ellenpélda lehet pl. a két darab haromszogbdl all6 6 ponta
gréf, illetve az a 6 pontu graf, amelyik egyetlen kor.
2. Hamis; a grafban lehet pl. hurokél.
3.Igaz.
4.Igaz.
5. Hamis, pl. az 1. példa alapjan.
6. Hamis, ugyanazért.
7. 1gaz.
8. Hamis; hurokélek felvételével barmely pont fokszdma dnmagaban
véltoztathato.
9. Igaz.
10. Igaz.
414. Egyenltk; a befutd, illetve kifutd élek Osszege is az élek szamat adja.
Minden irdnyitott é1 1-1 értékkel noveli a befutd, illetve kifutd élek foksza-
mainak Osszegét.
415. Igaz. A poliéderek cstics—él grafjaban is teljesiil, hogy a paratlan foka
pontok szdma paros. (Az allitas konkav poliéderekre is igaz.)
416. a) Pl. a haromszoglapok €s az eredeti kocka csucsai kozott egyértelmi
megfeleltetés lehetséges, igy a haromszoglapok szdma H = 8.
A ,csonkolt kocka” és az eredeti kocka lapjait is parosithatjuk, igy a
négyzetlapok szdma N = 6.
H3+N-4 H-3+N-4 0

b) Az élek szama: #224, a csucsok szama 1

(minden cstcsban 4 lap taldlkozik).

Ugyesebb eljaras a parositas: a kocka egy-egy lapjan a ,,csonkolt kock4dnak” 4
éle van; s a kocka egy-egy élén a ,,csonkolt kockdnak” egy csucsa.

417. Aszén 4, a hidrogén 1 vegyértéki. Ez¢ért a szénhidrogén-molekula gréf-
jaban a szénatomoknak negyedfokd, a hidrogénatomoknak els6fokd pontok
felelnek meg. Mivel minden grafban a paratlan fokd pontok szama paros, az
allitas igaz.

418. A két szam egyenls.
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419. Ha még nem fejezte be senki sem a versenyt, akkor legfeljebb 14 részt-
vevd 13 mérk6zést jatszott és egy résztvevd 12-t. Ekkor az 6ssz mérk6zésszam
14-13+ 12

2
szott, tehat befejezte a versenyt.

= 97. Mivel ennél tobb mérk&zés tortént, valaki 14 mérkszést jat-

16-15
=120 mér-

420. Ahhoz, hogy mindenki mindenkivel egyszer jatsszon,

k&zésre van sziikség. 4 tag egymas kozotti kormérkdzésén 6 jatszmat valt, igy a
21. napon vannak olyan tagjai a rajnak, akik legalabb kétszer mérk&ztek egy-
massal.
421. A feladat allitdsa 2n szamu telefonkodzpont és n kdzvetlen Osszekottetés
esetén is igaz.
Legyen a grafmodell a kovetkez6: a telefonkdzpontok a graf pontjai, és két
pontot akkor kotiink 6ssze éllel, ha a megfeleld kozpontok kdzott van 0sszekot-
tetés. Ekkor a feladat annak bizonyitdsa, hogy a graf 0sszefiiggd.
Indirekt tegyiik fel, hogy a graf 1-nél tobb komponensbdl all! Ekkor van olyan
komponens, amelyben legfeljebb n pont van; viszont ebben a komponensben a
pontok fokszama legfeljebb n — 1 lehet. Ez ellentmondas, igy a graf valéban
Osszefliggo.
422. Nem igaz. Ellenpélda az a két komponensii graf, amelyben mindkét
komponens teljes n-graf.
423. a) és c¢): Nem lehetséges. b) €s d) Lehet-
séges.
c) Az érintkezéseket szamoljuk meg. Ha
mindegyik skatulya 3 mésikat érint, akkor
ez 5-3 =15 érintkezést jelent. Minden N

AV

»kapcsolatot” 2-szer szamoltunk, de - \

nem egész szam. <
d) Az 4bra szemléltet egy lehetséges megol- \
dast. )

424. Mindegyik konstrukcié megvaldsithaté. Pl. v

az e) esetet az abra szemlélteti.

425. A feladatok tisztan grafelméleti jellegliek
voltak, objektumok és kozottiik 1évS kapcsola- ” \
ya

tokrol szoltak. (Pl. a graf pontjai a skatulydk voltak,
s akkor kotiink Ossze két pontot éllel, ha a nekik

v

megfeleld skatulydk bels6é pontban érintkeznek.) \\ >/ N
Ezért az eredmény nem fligg sem a szomszédsagi

definiciotol, sem a skatulyak alakjatol. (Nem old- \/< >
haté meg a feladat pl. akkor sem, ha az iires skatu-

lyét ki lehet nyitni.) AN /

v
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426. a) 5. Kevesebb vonal nem elég. Ha egy graffal modellez-
ziik a telefonhalézatot (a varosok pontok, az élek tele-

fonosszekottetések), 5-nél kevesebb éllel nem lenne
Osszefiiggd a graf.
b) 6 vonal elég. Az abran 1évs grafra teljesiil, hogy ha
barmelyik élét elhagyjuk, tovabbra is 0sszefiiggd marad.
427. Az els6 korben 16, utana 8, majd 4, 2, végiil 1 mérkdzést
jatszanak, osszesen 31-et.
428. Amérkozésszam 10 +5+2+1+1=19.
Altalaban is igaz, hogy n csapat esetén n — 1 mérkdzés sziikséges a gy6ztes csa-
pat megéllapitdsdhoz. Minden mérkdzés vesztese kiesik, s n — 1 szdmu vesztes
meghatdrozza a gydztest.
429. Mind a harom graf harom komponensbdl all, ezért két tovabbi (alkal-
masan valasztott) mérkdzésre van sziikség. Az els6 mérkdzés utan két kompo-
nens marad, a masodik utdn mar csak egy lesz, s ekkor el is donthet6 a sorrend.
(Feltételezziik, hogy az er&sebb jatékos mindig legydzi a gyengébbet.)
430. a) Tegyiik fel, hogy az AB és CD szakaszok metszik

egymast.

4 D Ekkor vegyiik fel az AB és CD élek helyett az AC és
: : BD szakaszokat! Ezek Osszege a haromszog-egyen-
i i 16tlenség miatt kisebb, mint AB és CD 6sszege, tehat
c B egyikiik kisebb, mint AB vagy CD. Ellentmondas.

b) Tegyiik fel, hogy 1étrejon egy ABC haromszdg, s ebben
a leghosszabb €l pl. AB. Ezt azonban sem A-bol, sem
B-b6l nem huzhattuk be, mert AC és BC is kisebb.
¢) A zart torottvonal leghosszabb szakaszat nem huzhatjuk be.
d) Igen, ha pl. két egymashoz ,kozeli” pont elég ,tavol” van a tobbi
ponttdl, s kiilon komponenst alkot.

431. a) A feladat 34 vagassal konnyen megoldhatd. Kevesebbel nem lehet:
kezdetben egy darab csokolddé van, s minden vagas az 6sszdarabsza-
mot eggyel noveli.

b) Minden vagas a meglévl csokidarabok szamat legfeljebb megkétsze-

rezheti, ezért legaldbb 6 vdgésra sziikség van (2° =
ol =32 < 35). Ha kozelitoleg a felezéses technikit
a) alkalmazzuk, nem nehéz a konkrét darabolast

megadni. (Arra kell csak tigyelni, hogy a vagasok
el6tt a darabokat egymésra vagy alkalmasan
egymas mellé pakoljuk.)
432. Minden él megsziintetése legfeljebb eggyel
noveli a komponensek szdmdt, tehat legalabb 5
vagas sziikséges.
a) Az abran kékkel jelolt éleket elvagva a
graf 6 komponensre esik szét, tehat az 5
vagas elegend®d.
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b) Az dbran kékkel jelolt éleket

elhagyva a graf négy kompo- p)

nensre esik szét. Ezutan azon-

ban tovabbi két komponenst "

csak négy €l elvagisaval kap-

hatunk; dsszesen 7 vagas kell.
433. Minden méréssel legfeljebb egy
érmét zarhatunk ki.
434. Kezdetben tekintsiink n izolalt
pontot, ekkor a graf n komponensbdl
all. Ezutdn minden él felvételével legfeljebb 1-gyel csokken a komponensek
szama, igy az Osszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle van.
435. Mivel a graf k — 1 él behuzasaval 6sszefiigg6vé tehetd, az élek szama
legalabbn —1—(k—1)=n—k.
Az egyes komponensek kozott nem futnak élek. Két komponens esetén akkor
marad ki a legkevesebb él, ha az egyik komponens izolalt pont, a masik teljes
graf. Ez igaz tobb komponens esetén is, vagyis az élek szdma akkor maximalis,
ha k — 1 komponens mindegyike egyetlen izolalt pontbdl all, a k. komponens
pedig n — k + 1 pontu teljes graf.

9-8
436. A9 pontu teljes graf éleinek szdma e 36.

. ) . (—DH(n-2) )
437. Ha a graf éleinek szdma nagyobb, mint — akkor a graf —
az el6z06 feladatok megoldasa alapjan — Osszefiiggd; ha az élek szdma

(n—1)(n—2) : :
— akkor ellenpélda az (n — 1) pontu teljes grafbdl és egy izolalt

pontbdl all6 graf.

438. Minden komponens legalabb 4 pontbdl all. Egyetlen megfeleld graf van,
amelynek komponensei 4 pontu teljes grafok.

439. A graf egyik komponense csak a 4 ponta teljes graf lehet, a masik 5
pontua graf. Ebben — mivel minden pont foka legaldbb 3 — legaldbb 8 €l van. Az
élek szama tehat 8, 9, 10 lehet. A komplementer grafokat tekintve harom lehe-
t6ség van (4bra).

(A 2 €l 1-es tipusbol

csak egy darab van;

ugyanis egy pontbdl L. o 2. o 3 o
nem indulhat ki 2 él a
fokszdmokra vonatko- o o o— 0 o o

z6 feltétel miatt.)

440. Ha a graf két

komponensbdl all, egy o—oO0 o o o e}

izolalt pontbdl és egy

6 pontu teljes grafbol, az élek szama 15. Ketténél tobb komponens esetén nem

érhetd el ez az élszam, igy egyetlen megfelel6 graf van.

441. a) 1. A graf két komponensbdl all, egy izolalt pontbdl és egy olyan 6
pontu grafbdl, amely egyetlen €l hijan teljes.
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b) 2. Az el6z6hdz hason-
16an két ¢l hianyzik a
teljes 6 pontt grafbol.

1 ¢) 7. A 6 ponti, 10 éli
grafok komplemen-
tereit tekintve a 6
o pontd, 5 éli grafok az
@) O O O

abran lathatok

(0sszesen 6 darab).

(Az izolalt pont 1éte-

zése miatt tulajdon-

képpen az 0Osszes 5
©) O

pontd, 5 €éld egyszerl
grafot kerestiik meg.)
Ezen kiviil egy graf van még, a két izolalt pontbdl és az 5 pontt teljes
grafbol allo.
442. Igaz. Ha egy graffal modellezziik a telefonhalézatot (a telefonkdzpontok
pontok, az élek telefonkapcsolatok), legalabb n — 1 €l sziikséges ahhoz, hogy a
graf osszefiiggl legyen.
443. a) 15.

b) 15 + 3 = 18. Ha a jatékosokat 8, majd a gyGzteseket 4, 2, végiil 1 parba
allitjuk, a mésodik legjobb jat€kos csak a verseny gyGztesétol kapha-
tott ki. Igy 4 lehetséges jatékos koziil kell a legjobbat kivalasztani,
ehhez tovabbi 3 mérkdzés kell.

c) 15+ 3 +7=25. Aleggyengébb az els6 korben vereséget szenvedett 8
jatékos koziil keriilhet ki, meghatarozasdhoz tovabbi 7 mérk6zés ele-
gend®d.

444. a) 15 mérkdzés szitkséges a gydztes meghatdrozisahoz.

b) Szerencsés esetben megtudtuk a mésodik legjobb személyét is, balsze-
rencsés esetben 14 tovabbi mérk&dzésre van sziikség.

¢) Szerencsés esetben megismertiik a leggyengébb jatékost is, balszeren-
csés esetben 13 tovabbi mérk&zésre van sziikség.

445. a)-e) Igaz. f) 105. g) Nem; ellenpélda az egyetlen pontbdl 4ll6 graf.
446. A6 csucsu faknak 5 éle van. Szamoljuk 6ssze a grafokat pl. a leghosszabb
ut hossza alapjan!

Ha a leghosszabb ut hossza 5, egyetlen graf van.
446/1. (L. dbra).
O O O O O

446/I1. Ha a leghosszabb ut hossza 4, két graf van

o o (1L abra).

O
O

O

o
(@)
o——oO
(@)
O
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Ha a leghosszabb ut hossza 3, két graf van (111. abra). [446/111.

O O O O
l ©)

Ha a leghosszabb ut hossza 2, egy graf van (IV. dbra). [z a6/IV.

Osszesen 6 darab 6 pontt fa van.

447. Jellemezziik a kocka kiteritett hdl6zatdt olyan gréffal, amelyben a graf
pontjai a kocka lapjai, a graf élei pedig csatlakoz6 kockalapok éleinek felelnek
meg! Ekkor 6 pontt fagrafot kapunk, melyben barmely pont foka legfeljebb 4
lehet. 4 ciklikusan csatlakozd lap esetén 6 lehetSség van (1. dbra):

o

O O O O O O O O O O

o ©) l

o 0] I

O O O ©, O O O O O O O
o l
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Tovébbi 5 lehet6ség (11. abra):
447/Il.

HR R e
m%

Osszesen 11, Iényegesen kiilonbdzd halézata van a kockénak.
448. Az el6z6 feladat megoldasa alapjan a kocka halézata egy 6 pontu fagraf-

fal szemléltethets, melyben a graf élei az eredeti kocka éleinek felelnek meg.
449/a)-c)
O l O O l l O O 1 l l O

Mivel ebben a grafban 5 él van, a kocka 12 éIébdl 7-et kell felvagni.
a) b) ¢
A d) esetben két graf is rajzolhatd. (A méasodik molekula neve izobutan.)

449.a) b) ¢
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450. Amodell 6sszefiiggd graf. Pontjainak szdman + 2n + 2 = 3n + 2, éleinek

dn+2n+2 .
szdma B 3n + 1, vagyis valoban fa.

451. a) Van benne kor. Ugyanis egy tetszdleges pontbodl elindulva és a graf
(még be nem jart) élein haladva el6bb-utdbb zarddik az utunk.
b) Ha a graf pontjainak szdma n, akkor van benne n hossza kor.
452. Igaz.
453. A b) éllitas az igaz. Ha a graf egyetlen kor, akkor megéllapithatd a
gy6ztes személye; de ha pl. két kor van a grafban, akkor nem.
454. Igaz.
455. 6 utszakasz sziikséges.
456. a) 1 hosszt kor 1 (a hurokél); 3 hossza 5; 4 hosszt 5; 5 hosszi 2 van.
Osszesen 13 darab. )
b) 3 hosszi kor 3; 4 hosszi 1 van. Osszesen 4 darab.
¢) 2 hosszua kor 3; 3 hosszt 3; 4 hossza 1 van. Osszesen 7 darab.
457. a) Az abran kékkel jelolt él egy 5 és egy 6 pontua részre bontja a gréafot.

a) b)
Az els6 részben 3 darab 3 hosszi és 1 darab 4 hosszd irdnyitott kor van; a
masodik részben 2 darab 3 hosszu és 1 darab 4 hosszt. Osszesen 7 darab.
b) 2 darab 2 hosszi;1 darab 3 hosszi; 1 darab 4 hosszi; 6sszesen 4 darab.
458. a) Igaz; k — 1 tovabbi élt behizva a graf osszefiiggdvé tehetd.
b) Igaz.
c) Igaz.
d) Hamis; ellenpélda pl. az a két komponenst graf, melynek mindkét
komponense haromszog.
e) Igaz. Bizonyithatunk pl. teljes indukcidval.
f) Hamis. Pl. egy haromszog egyik csucsat 6sszekotjiik egy tovabbi ponttal.
g) Igaz.
h) Igaz.
i) Igaz.
j) Hamis; ellenpélda pl. egy 5 pontt fa, amelyben a fokszamok 1, 1, 1, 1, 4.
k) Igaz.
459. Teljes indukcidval bizonyithatunk.
Az allitas n = 1-re teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az éllitds igaz n = k-ra, s mutassuk meg, hogy akkor igaz
n=k+ l-reis!
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Legyen tehat G egy k + 1 pontu graf, melynek legalabb k + 1 éle van, s tekint-
stik G leghosszabb utjat! Ha a leghosszabb ut valamely végpontja nem els6foku,
akkor van G-ben kor; ha els6fokd, akkor toroljiik a pontot a hozza illeszkedd
éllel egytitt. Az igy kapott grafnak k pontja és legalabb k éle van, tehat az induk-
cios feltevés szerint tartalmaz kort, s ez G-ben is benne van.

Megjegyzés:

Okoskodhatunk indirekt médon is. Ha a kormentes grafnak k& komponense
van, akkor éleinek szdma n — k. Ellentmondast kaptunk, hiszen az élek szama
kisebb, mint n.

460. Vagy a grafban, vagy a komplementerében (esetleg mindkettGben) van 5
él, igy van kor is.

Az allitas n > 5 esetén igaz marad, n < 5 esetén nem.

461. Ha a kék pontokbdl all6 (esetleg tobb) komponens és a piros pontokbodl
allo (esetleg tobb) komponens kozott nem futna €l, akkor a graf nem lenne
Osszefiiggd.

462. Szamozzuk be a csticsokat 1, 2, 3, 4, 5-tel, s legyen pl. a kijelolt cstics az
5-0s!

A 3 hosszu koroket ugy kaphatjuk meg, ha az 1, 2, 3, 4 elemekbdl 2-t kivalasz-
tunk dgy, hogy figyelembe vessziik a kivalasztott elemek sorrendjét is. Ezt
4 -3 = 12-féleképpen tehetjilk meg, ekkor azonban minden kort kétszer sza-

moltunk (pl. az 512 és 521 ugyanazok), igy a 3 hosszu korok szdma 6. Hason-

l6an a 4 hossztiak szdma = 12; itt pl. nem kiilonboztettiik meg az 5123

és az 5321 koroket, de killonbozdknek vettiik az 5123 és 5213 koroket. Az 5
4-3-2-1
hossza korok szdma — - 12, dsszesen tehdt 6 + 12 + 12 = 30 olyan kor

van, amely tartalmazza az 5-0s cstcsot.

Altaldban n csicsu teljes graf esetén az n. csiicsot tartalmazé korok szama
n—1)(n-2) N n—1D(n-2)(n-3) - n—1(n-2)..1 '
2 2 2

463. Szdmozzuk be a csticsokat 1, 2, 3, 4, 5, 6-tal! A 3 hossza koroket ugy
kaphatjuk meg, ha ebbdl a hat elembdl 3-at kivalasztunk tgy, hogy figyelembe
vessziik a kivélasztott elemek sorrendjét is. Igy 6 -5 -4 = 120 sorozatot kapunk,
azonban a korok szdma kevesebb. Egyrészt minden kort kétszer szamoltunk
(pl. az 123 és 321), masrészt a sorozat ciklikus permutacioi is ugyanazt a kort

. 6-5-4
adjak: 123, 231, 312. Igy a 3 hossza korok szama 3 " 20
6-5-4-3
Hasonlé megfontolassal a 4 hosszt korok szdma > 45, az 5 hosszu
6-5-4-3-2 6! .
korok szama 5 =72, a 6 hossza korok szama EW3 = 60. Osszesen

20 +45 + 72 + 60 = 197 kore van a grafnak.
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Altaldban n cstcsu teljes graf esetén a korok szama
nn—1)(n-2) nmn-1)Hn-2)(n-3) nn—1)(n-2)...1

2.3 + 2.4 + ...+ 2o .
464. Grafelméleti megfogalmazasban az allitas tgy szol, hogy ha egy grafban
minden pont foka k, akkor taldlhaté a grafban egy legalabb k + 1 hosszusagu
kor.
Ennek bizonyitéasara tekintsiik a graf leghosszabb A, — A4, — ... — A4, dtjat, ahol
A, A,, ..., A, a graf pontjait jelentik! 4, minden szomszédja az 4,, 4, ..., A,
pontokbdl keriil ki (egyébként nem lenne A, — A, — ... — A,, a leghosszabb t),
s mivel k£ szomszédja van, van olyan A; szomszédja, amelynek indexére j > k.
Ekkor azA4, —A, — ... —A; — A, kor hossza k-nal nagyobb.
465. Helyezziik a megallot a balrél harmadik bekotéut és a f6utvonal keresz-
tez8désébe! Ekkor minimalis lesz az iskoldsok 4ltal megtett utak dsszege. Ha
ugyanis pl. x tdvolsdggal jobbra helyeznénk a megallét, a t6le balra lako
11 + 6 + 12 = 29 didk 0sszesen 29x-nyi uttal tobbet tenne meg; mig a megallotol
jobbra lak6 5 + 6 + 12 + 5 = 28 didk 28x-nyi uttal kevesebbet.
Tovabbi adatokra nincs sziikség; s6t, a bekdtGutak egymastdl mért tavolsagai is
felesleges adatok.
466. a) Az 1. feltétel a graf Osszefligghségét, a 2. feltétel a kdrmentességet

koveteli meg.
b) Az alabbi abrdkon lathatjuk a leggazdasdgosabban megépithetd rend-
szereket. (A II. esetben két graf is van.)

467. Ugyanazt a favazat kapjuk.

468. Ugyanazt a favazat kapjuk.

469. Az I. esetben a minimalis koltség 27, két megoldas van; a II. esetben a
minimalis koltség 26, harom megoldas is van (4bra).
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470. Egy-egy maximalis koltségli favaz az abran lathato.

471. Tegyiik fel, hogy G nem 6sszefiiggs; ekkor azt kell megmutatnunk, hogy

barmely két pontja, pl. A és B kozott G-ben van Tt.

Ha A4 és B G két kiillonb6dz6 komponenséhez tartozik, akkor nyilvan van kozot-

tiik 1 hossza 1t (él).

Ha A és B G azonos komponensében van, akkor tekintsiink egy masik kompo-

nenshez tartozé C pontot, s ekkor az 4 — C — B komponensek kozott futd

utvonal megfeleld lesz.

472. Az allitas az el6z6 feladat kdvetkezménye.

473. Ha a graf 1-nél tobb komponensbdl dllna, akkor volna olyan komponens,

amelyben legfeljebb n pont van. Mivel ebben a komponensben a pontok fok-

szama legfeljebb n — 1 lehet, ellentmondast kaptunk; a graf valéban Ossze-
fliggd.

474. Tudjuk, hogy a grafban van kor. Ha ennek a K kornek egy é1ét elhagyjuk,

akkor a graf Osszefligg marad n — 1 éllel, tehat fa lesz; vagyis K-n kiviil més

kort nem tartalmazhat.

475. a) Kor nem johet 1étre, ezért a maximalis szam 9. Ez elérhet6, ha pl. egy
egyenesen vesszik fel az 1., 2., ..., 10. pontot ugy, hogy a kozottik
1év3 tvolsdgok egyre nagyobbak legyenek.

A fokszamok Osszege 10, ezért a minimdlis szdm 5. Ez elérhet6 5
darab 2 pontbdl all6 olyan komponenssel, amelyek ,,elég messze” van-
nak egymastol.

b) Igen, az els6 konstrukci6 fokozatosan elérhetd, ha pl. az 5 darab kom-
ponens is egy egyenesre esik.

476. A grifmodellben jeldljiik piros és kék pontokkal a két part tagjait, élek-

kel a bardtokat. A feladat annak bizonyitdsa, hogy a grafban van piros és kék

pont kozotti él, igy a feladat megegyezik a 461. feladattal.

477. A feladat megegyezik a 464. feladattal.

478. a) A tagoknak pontokat, az ismeretségeknek éleket feleltethetiink meg;
a feladat annak bizonyitasa, hogy a grafban van 5 hosszu kor.

A grafban legalabb 8 €l van, s legalabb egy pont foka 4. Ezt a pontot
és a hozza tartozd éleket elhagyva a maradék 4 pont mindegyike
legaldbb masodfokd, igy van kozottiik 4 hossza kor. Ebbe a korbe
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barmely két pont kozé ,becsatlakoz-

tathatjuk” az 6todik pontot.

b) Igaz. A gréfban van 4 vagy 5 hosszi kor;
ekkor megmutathatjuk, hogy mindkét
esetben a korok 6 hossziva bovithetdk.

c) Nem igaz. Ellenpélda lathaté az &bran.

479. A balrdl 3. és 4. bekotout és a féutvonal keresztez6désébe, valamint
kozéjiik barhova helyezhetjiik a megallot.
480.a) 7.

b) Legolcsébb azA — F — H — E — C — B lanchoz H-ban G-t és E-ben D-t
csatlakoztatni. Ekkor a koltség3 +5+4 +3+4 +2 +2=23.

A koltség nyilvan nem csokkenthetd, hiszen ez a 7 vezeték az 0sszes
kozott a legolcsobb.

¢) Csak egy megoldas van; az FH vezetéket nem lehet sem a DH, sem a
CD vezetékkel helyettesiteni.

481. Legyen A a G graf egy legalabb harmadfokd pontja, a belle kiinduld
harom él pedig AB, AC, AD. Ha a B, C, D pontok koziil valamely kettd kozott
van él, akkor ez a két pont A-val egyiitt haromszoget alkot; ha pedig semelyik
kettd kozott nincs él, akkor G komplementerében B, C, D haromszog.

482. A grif egy tetszbleges A pontjabol 5 él indulhat ki, ezért vagy a gratban,
vagy a komplementerében ez a pont legalabb harmadfokd. Ezutdn alkal-
mazhatjuk az el6z6 feladat megoldasanak gondolatmenetét. Legyen pl. a graf-
ban harom é1 AB, AC,AD. Ha a B, C, D pontok kodzott van €1, pl. B és C kozott,
akkor A — B — C haromszog; ha pedig nincs kozottiik él, akkor a komple-
menter gratban alkotnak haromszoget.

Az allitas igaz hatndl tobb csucsu grafokra is, de nem igaz az 5 pontu grafra.
Ellenpélda az egyetlen, 5 hossza korbdl allo graf.

Grafok bejarasa, Euler-féle poliéder tétel

Elek bejarasa

483. Az abra szerinti a, b, ¢, d partokat és szigeteket
tekinthetjilk egy graf csticsainak, az Gket Osszekotd a

hidakat pedig a graf éleinek. Ekkor a feladat atfogal-

mazhat6: be tudjuk-e jarni az alabbi graf éleit ugy, hogy c
minden élen pontosan egyszer megyiink végig? (Vagy:

megrajzolhatdk-e a graf élei egyetlen ceruzavondssal, a

ceruza felemelése nélkiil?) d

Euler észrevette, hogy ha a bejaras kozben a grafnak egy pontjan athalad,
akkor mindig két, a ponthoz illeszkedd €It jar be. Vagyis ha az éleket sikeriilt
bejarnunk, és visszajutottunk a kiinduldsi pontba, akkor minden pont foka
péros; mig ha nem a kiindulési pontban fejeztiik be a bejarast, akkor a kezd6
és végpontok fokszdma pdratlan, a tobbi csics fokszdma paros. Viszonylag
konnyen megmutathatd, hogy ezek a feltételek osszefiiggd grafban elégségesek is.
Ez alapjan mar lathatd, hogy a polgarok kivansaganak megfeleld séta nem
1étezik: az a, b, ¢, d pontok fokszdma paratlan.
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484. A termekbe dltaldban péros szdmu ajto nyilik,
kivéve az abra szerinti bal als6 szobat, ahova harom. Igy
a séta csak itt fejez6dhet be, ez a tronterem.

485. a) A 6 csomopont koziil két paratlan fokszamu
van. A rajzolas csak agy lehetséges, ha a két
alsé pont egyikébdl kezdddik és a masikban
fejezddik be.

b) Ugyanaz a helyzet: két otodfokda pont
egyikébdl kezdddhet és a masikban végzddhet
a rajzolas.

¢) Mind a tiz pont paros fokszam1, igy bArhonnan
kezdve mindig megrajzolhat6 az abra.

486. a) Pl. 4 cérnat vizszintesen és 4-et fliggblegesen
helyeziink el.

b) A 16 racspontbdl 8 darab 3 foku, 4-4 fokszdma
2, illetve 4. A 4 darab cérnanak 8 vége van, igy
csak olyan kirakasok lehetségesek, amelyek-
ben a 8 paratlan foka pont koziil 1-1 pontban
kezdddik és végzddik minden cérna. Megfeleld
pl. a 486/b. abra és 90°-os elforgatottjai.

c) Megfelel6 pl. a 486/c. abran lathat6 cérnadara-
bok tovabbi 2-2 eltoltja.

d) Nem lehetséges; a 3 cérnanak csak 6 vége van,
mig a paratlan foka pontok szdma 8.

487. A kocka élvazat grafnak tekintve nyolc harmad-

foku pontot kapunk, igy legalabb négy drdtdarab kell.

Ennyi elég is, ha egy darabbal a maximalis 9 hosszu él-

sorozatot pl. az dbran lathaté6 médon hozzuk Iétre.

488. Ha n paratlan. (Ekkor minden csucs foka péros.)

489. a) Hamis. (Csak ha a graf osszefiiggo.)

b) Igaz.

c) Igaz.

d) Hamis. (Ha 1 paratlan fokd pont van, nem
lehetséges a rajzolas.)

e) Hamis. Ellenpélda pl. az 4bran lathato két kom-
ponensti graf.

f) Igaz.

490. A B pontbdl indult (a 3 kimend és 2 bemend nyil miatt) és az E pontban
van most (2 kimend és 3 bemend nyil).

9
491. a)L2]+9=45.
domindlapokat jelolhetjiik a {0, 0}, {0, 1}, ..., {8, 8} mdédon. Egy

b)

csatlakoz6 domindlapokbdl all6 lanc lehet pl. {1,3}, {3,4}, {4,2},
{2,5}, {5, 8} stb. Ezeket a szimbélumokat tgy is felfoghatjuk, mint
egy 9 pontu graf éleinek sorozatat (a graf csucsait 0,1, 2, ..., 8-cal, a 0
és 1 csucs kozotti élt {0, 1}-gyel jelolhetjiik stb.). Vagyis ha kihagyjuk
a {0,0}, {1,1}, ..., {9,9} lapokat, akkor barmely domindlanc létre-
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hozéasa megfeleltethetd a 9 pontu graf egy csatlakozo élsorozata beja-
rasanak.
A teljes 9 gratban minden pont foka paros, igy minden éle bejarhato,
s mivel utélag elhelyezhet6k a lancban az {i,i} tipusu lapok (pl. az
{1, 3}, {3, 4} lapok kozé besztrhaté a {3, 3} lap), igy az 6sszes domi-
nolapbdl készithetd lanc.

¢) Az 0sszes domindlapbdl zart korlancot készithetiink, igy a lanc masik
végén is 5-0s szam van.

Csucsok bejarasa

492. Nem.

Csak akkor létezhet bejaras, ha az egyik sarokmez6rdl indulunk, és a mésikba

érkeziink. Ha pl. az al mez6rdl indulva elsd 1épéssel a b2 mezdre 1épiink, akkor

az a3 és ¢l mezOk ,els6fokuva” valnak, vagyis rajuk Iépve szintén megszakad a

bejaras.

493. a) Gondolatban szinezziik be ,,sakktablaszerien” feketével és fehérrel a
kis kockékat ugy, hogy a kozos lappal érintkezdk kiilonbozé szintiek
legyenek. Ha a kozépsd kis kocka fekete, akkor 13 fekete és 14 fehér
kockat kapunk. A bejaras folyamédn a hangya felvaltva 1ép fekete és
fehér kockara, s mivel feketével kezd, nem tudja a nagy kockat be-
jarni.

b) Barmelyik fehér kockabdl indulhat. El6szor bejarja a nagy kocka
egyik lapjat, ezutan atlép a vele parhuzamos 3 X 3 X 1-es rétegre, majd
ennek bejarasa utan az utolsé lapsik is bejarhato.

494. Mindegyik szabalyos test grafjdnak van Hamilton-kore (és igy Hamilton-

utja is). PL.:

A
-\
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495. Ha egy grafnak van Hamilton-kore, akkor a gratb6l 1 pontot (és a hozza
tartozo éleket) torolve a graf Osszefiiggd marad; 2 pontot tordlve, legfeljebb 2
komponensre eshet szét; altalaban k pontot torolve (k € N™) legfeljebb k kom-

ponensre eshet szét.

Ha pedig egy grafnak van Hamilton-utja, akkor a grafbol k pontot tordlve
legfeljebb k + 1 komponensre eshet szét.

495/a.

IQ
N—

b)

495/b. %

495/c.

<

495/d.

A

Iﬁ
N—

I&

Az abréardl egy Hamilton-1t leolvashatd. Mivel a
feketével jelolt pontot tordlve a graf két kom-
ponensre esik szét, Hamilton-kore nincs.

Az abrarol egy Hamilton-1t leolvashatd. A feke-
tével jelolt pontokat tordlve a graf harom kom-
ponensre esik szét, igy Hamilton-kore nincs.

A feketével jelolt pontot tordlve a graf harom
komponensre esik szét, igy se Hamilton-utja, se
Hamilton-kore nincs.

A feketével jelolt pontokat torolve a graf négy
komponensre esik szét, igy se Hamilton-utja, se
Hamilton-kore nincs.

496. a) Szamozzuk be a csucsokat 1, 2, 3, 4-gyel! A Hamilton-kérben minde-
gyik cstcs benne van, ezért a kort kezdhetjiik pl. az 1-es csticsbol.
Innen haromféleképpen haladhatunk tovabb (1 —2,1—3,1 —4);sha
a kor masodik eleme pl. a 2-es csucs, akkor kétféleképpen foly-
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tathatjuk, s a befejezés egyértelmti (1 -2 -3 -4 —1vagyl1 -2 -4 —
—3—1). 6 kort kaptunk, de 2-2 ugyanaz, csak ellentétes iranyd.
Osszesen 3 Hamilton-kore van a tetraédernek.

b) Szamozzuk be az alaplapon 1év$ csucsokat 1, 2, 3, 4-gyel, s a

parhuzamos lapon 1évé csticsokat 5, 6, 7, 8-cal (1-es felett az 5-0s csucs
van, 2-es felett a 6-os stb.) A kort kezdhetjik pl. az 1-es csticsbdl;
haromféleképpen haladhatunk tovabb; s a masodik csticsbol két
iranyban folytathatjuk. Az igy bejart 6-féle it harom csucsa valamelyik
lapon van, legyen pl. a bejards 1—2—3. Innen kétféleképpen
Iéphetiink tovabb.

Ha a negyedik csucs a 4-es, akkor az 5-0ssel kell folytatni, s innen a
befejezés egyértelmti: 1 -2-3-4-8-7-6-5—-1. (Az1-2—
—3—-4-8-5—6—7Hamilton-ut nem zarhat6 korré.) Osszesen 6-
féle kort kaptunk.

Ha a negyedik cstcs a 7-es, akkor a Hamilton-tutnak a 4-es csticsban
kell végzddnie, s ez csak a 6 —5— 8 —4 befejezéssel lehetséges.
Egyetlen Hamilton-kér van: 1 =2 —-3—-7—-6-5—-8 —4 — 1. Ebben
az esetben is 6 kort kaptunk.

Osszesen 12 kort szamoltunk, de a kétféle irdnyitas miatt kozottik
csak 6 kiilonbo6zd van.

497. a) Nem lehetséges, a kdozépsé mez6nek nincs kapcsolata a tobbivel.

b) A tébla mezdit egy graf csiicsainak, a lehetséges 1épéseket a graf

éleinek tekintve figyeljiik meg az I. dbra részgrafjat!

A b vagy d sarokpontok csak a-bdl vagy c¢-bsl érhetdk el. Ha a bejaras
folyaman valamikor a-ra 1épiink, akkor aza —b —c —d vagya —d —
— ¢ — b folytatas kotelez0, s ekkor az a vagy d sarokban végzddik az
ut. Mivel a tdbla masik két sarokmezGjét tartalmazé hasonlo részgra-
fot is felvehetiink, a bejaras nem lehetséges.

c) Tekintsiik a II. részgrafot!

Ha a bejaras folyamén valamikor ,,kiviilr61” az a jeld pontokra 1épiink,
akkor ezen részgraf valamelyik irdnyu bejaraséaval kell befejezniink az
utat. Egy megoldast mutat a III. dbra.
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Vegyes feladatok

498. Nem érhet6 el. Ha a tablat sakktablaszertien fekete-fehérre szinezziik
ugy, hogy a bal als6 mez6 fekete legyen, akkor 13 mez0 fekete és 12 fehér lesz.
A katicabogarak fehér mez6rGl feketére ugranak és forditva, ezért a fehér
mez8k valamelyikére legaldbb két katica keriil.
499. a) Igen, pl. az alabbi abran lathat6 cérnadarabok tovabbi 3-3 eltoltjaval.
b) Nem lehetséges; az 5 cérnanak csak 10 vége van,
mig a racsban 12 pdratlan fokd pont van.
500. A keletkezett Osszefiiggd grafban minden
pont fokszama paros.
501. Az élvazakat grafoknak tekintve a tetraéder-
nek 4, a kockanak 8, az oktaédernek 0, a dodeka-
édernek 20, az ikozaédernek 12 paratlan fokszamu
csticsa van. A sziikséges drotdarabok szdma a tetra-
édernél 2, a kockanal 4, az oktaédernél 1, a dodekaédernél 10, az ikozaédernél
6. (Az alabbi abrakrol leolvashatd, hogy ennyivel el is készithetd az élvaz. Az
elsd — kékkel jelolt — drotdarab az 1-essel jelolt csicsbol indul és a 2-essel jelolt-
ben végzddik.)

502. Az iranyitds nem lehetséges. Van olyan €l (a feladat dbrdjan vastagon
jeloltiik), amit elhagyva a graf két komponensre esik szét. Ez az €l a két kom-
ponens kozott csak az egyik irdnyu utat engedi meg.

503. A két harmadfoku pontot kell 6sszekotniink. Ekkor a graf minden pont-
ja paros fokd, vagyis lesz benne (zart) Euler-vonal, amit ,,egyiranyusithatunk”.
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504. a) Egy lehetséges megoldas a mellékelt
abrardl olvashat6 le. (A bejarasi stra-
tégia alapjan el6szor mindig a tabla |12 |19 4 127 |14 |21
sz€lét probaltuk bejarni.) 31341131201 5 |28

b) A bejaras nem lehetséges. Ha a t4blat

sakktablaszertien fekete-fehérre szi- 181 1112613512215
nezziik gy, hogy a bal als6 mez6 fe- |33 | 2 |17 8 29| 6
kete legyen, akkor 25 mez6 fekete és | 10 [ 25| 36| 31 | 16 | 23
24 fehér lesz. A bejards sordn minden 113219122417 [30
[épésben fehér mezO6rdl feketére és
forditva, fehérrol feketére 1épiink. Ha minden mez&t bejarunk, feke-
térdl kell indulnunk és fekete mez6n is végezziik az utat, tehat nem
zarhatjuk a kort.

7
505. a) Az {i,j} tipusi domindlapokbdl (i # j) [2 = 21 darab van. Az {1, 3},

{3, 4}, {4, 2}, {2, 5}, {5, 8} stb. domindlancot felfoghatjuk ugy, mint
egy 7 pontu graf éleinek sorozatat (a graf csicsait 0, 1, 2, ..., 6-tal, a
0 és 1 csucs kozotti élt {0, 1}-gyel jelolhetjiik stb.). Ha kihagyjuk a
{0,0}, {1,1}, ..., {9,9} lapokat, akkor barmely domin6lanc 1étre-
hozéasa megfeleltethetd a 7 pontu graf egy csatlakozé élsorozata
bejarasanak. A teljes 7 pontua grafban minden pont foka paros, igy van
zart Euler-vonala, vagyis a 21 domindkbdl zar6do lanc készithets. Az
{i,i} tipust lapok utdlag is beszirhatok a korbe, igy az Osszes 28
darab domin6bdl készithetd lanc.

8
b) A domindlapok darabszama 5 + 8 =36. A 8 pontu teljes grafban

minden pont foka pératlan, igy legalabb 4 dominénak ki kell marad-
nia. Legfeljebb 32 hosszd lanc készithetd, kimaradnak pl. a {0, 1},
{2, 3}, {4, 5}, {6, 7} domindk.
506. A mérk6zéssorozatnak egy 10 pontu, irdnyitott teljes grafot feleltethe-
tink meg, melyben a jatékosokat pontokkal, a mérk&zéseket iranyitott élekkel
(nyilakkal) reprezentalhatjuk. (Megallapodhatunk abban, hogy a grafban a nyil
mindig a gy6ztes felé mutat.)

Tegyiik fel, hogy a kivint mddon nem sikertiilt az dsszes versenyzGt sorba ren-
dezni. Tekintsiink ekkor egy maximalis hosszu (tehét legfeljebb 9 pontbdl allo)
lancot, jeloljik a benne 1évd pontokat a;,

a,, ..., a;-val, s egy lancon kiviili pontot 4-
val (abra)!

a, a, a., a,

1o 4 2 2 a
Nyilvan a, —>A és A —a,, ellenkezd :

esetben nem lenne aza, — a, — ... —>a,
maximalis hosszt irdnyitott ut. Keressiik
meg a legkisebb indexi a; pontot, amely-
re A—a; (ilyen van, legfeljebb i=k).
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Ekkor aza, —»a,— ... > a,_, > A —a,—a,,, — ... — a, lancot kapjuk, ami
az eredeti (feltevésiink szerint maximaélis hosszt) lancnal hosszabb. Ellent-
mondést kaptunk; ebbdl kovetkezik, hogy mind a 10 versenyz sorba ren-
dezhetd.

507. Igaz. Az el6z6 feladatbeli bizonyitds 10 pont helyett tetszSleges n csiicsu
grafra is elmondhaté.

508. Példaul az alabbi két megoldas a 26. 1épés utan tér el:

34121 (46| 9 |32]|19 (44| 7 54121349 |58]|19(32| 7
4711033 (20|45]| 8 |31|18 35110 55(20|33| 8 |57]|18
2235|156 (59[40(43| 6 |61 22153164 (59|56(45| 6 |31
11 | 48 41|64 |57 |60 |17 |30 11 {36 {49 |46 | 63 | 60 | 17 | 44
36|23 |58 (55[42]39 (62| 5 50123 |52(61|40]|47 |30 5
49112 |25(38 |63 |54 (29|16 3711212548 (2762|4316
24 137 | 2 |51[14|27| 4 |53 24151 2 (39|14]41| 4 |29
1150|1326 3 |52]|15]|28 113813 (26| 3 |28|15|42

5009. Euler stratégidja szerint a tabla két felét kiilon-kiillon bejarhatjuk (I
abra).

Ha 2)1 tabla kozéppontjara tiikrozziik ezt a bejarast,
akkor a lancok szabad végei 0sszekodthet6k. Ekkor zart
bejarast kapunk (Hamilton-kor), tehat béarmelyik
mez0r6l indulhatunk.

Egy masik lehetséges megoldds, ha a tablat a II. abra
szerinti vastag vonalak mentén felosztjuk egy 2 széles,
onmagéba zar6do gylriire. 16-16 mezG6t megjelodltiink
az a, b, c, d betiikkel.

\
eSSk
HOKNY

Az azonos betiikkel jelolt mezdk a hu-
szarral ciklikusan korbejarhatok, a hu-
szar a kiindulasi helyére érkezik vissza.
Vagyis a négy részre osztas utan a fela-
dat csak annyi, hogy dgy jarjuk be az
azonos betiivel jelolt mezSket, hogy a
16 mezd korbeérése utan atléphessiink
egy masik bettivel jelolt mezore. Egy
lehetséges megoldas csatlakozasi pont-
jai, rendre az a, b, d, c¢ jeli mezbket
bejarva (III. abra):

O XU |T|0 | (&

QTN NIRRT (X

QTN XN |0 (X
ORS00 XN (&

QUO |T R X0 (TR
[l RS ST KN B ol E S ES U oY
QO IT|IQ ([0 |
SN0 TR (o
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Egy ciklikus bejards ugyanerre a felosztasra (az Un. vaza alakzat, I'V. dbra):

4%

)
0

SNt
PR
N
SN A7

a
[ 0
R
N
"\

N
>
X

b% 2 AR
16 {3318 49 z,,,% <
32 2
1 17|48 64

Euler-féle poliédertétel

510. a) A cstucsok fokszamanak Osszege paros szdm, hiszen megegyezik az
élek szdmanak kétszeresével.
b) A lapok oldalszdmainak Osszege paros szam, hiszen megegyezik az
élek szdmanak kétszeresével.
c¢) Ha a poliéder csicsainak szdma n, akkor a lehetséges fokszdmok
0,1,2,...,n—1.Mivel a 0 és (n — 1) fokszamok egymast kizarjak, az
n csics (n — 1)-féle fokszdmértéket vehet fel. A skatulyaelv miatt
ezért van két azonos foku csucs.
d) Tekintsiink egy maximalis oldalszamu lapot! Ha ez egy n-szog, akkor a
hozzé csatlakoz6 n darab lap oldalszdma n-t6l 3-ig valtozhat, tehat
lesz kozottiik két egyforma oldalszamu lap.
511. A csticsokban harom négyzetlap talalkozik. (Keve- [ 511. ]
sebb nem lehet, hiszen minden poliéder cstcsaiba legalabb
harom lapnak kell befutnia; ha pedig négy négyzet ta-
lalkozna, akkor a négy kozds csucsu derékszog sikot feszit
ki.)
Harom, egymaésra kolcsondsen merdleges négyzetlap altal
meghatéarozott térnyolcadot hiarom madsik lap egyértel-
mien zar le, igy egyetlen négyzetekkel hatérolt szabalyos
testet kapunk, a kockat.
512. A szabalyos haromszogek bels6 szoge 60°, igy a szabalyos test egy cstucsa-
ban harom, négy vagy 6t haromszoglap taldlkozhat; hat hdromszdglap mar
kifeszitené a sikot.
a) (Ha minden csucsban harom lap talalkozik):

Ekkor az egy csucsban taldlkozé harom lap egy-

értelmien zarhatd le egy negyedik lappal. A ka-

pott négylapu szabalyos test a tetraéder (‘tetra’:

gorog eredetil szo, jelentése ‘négy’).




[512/b.]

[512/c.]

[513. ]

D
g

Grafok

b) (Ha minden csucsban négy lap talalkozik):
Az egy csucsbol kiinduld négy lap alapélei négyzetet
hatdroznak meg. Erre tiikrosen helyezkedik el a masik
négy lap. A nyolc hdromszogbdl allo test az oktaéder.
(‘Okta’ jelentése ‘nyolc.)

¢) (Ha minden cstcsban 6t lap taldlkozik):
Az els6 csucsbol kiinduld 6t lap rogzitése utan egy-
értelmten folytathaté a test konstrudldsa. A poliéder-
nek 20 lapja van, ezért a neve ikozaéder. (‘Ikozi’: a. m.
‘husz’.)

3-180°

513. A szabalyos 0tszog egy belsd szoge =108°.

Harom lap taldlkozhat egy csticsban, de négy mar nem.

Az elsd csucsbdl kiinduld harom lap rogzitése utan ezuttal is
egyértelmtien folytathatd a test konstrudldsa. 12 darab
Otszoglapbol 4ll6 testet kapunk, neve dodekaéder. (‘Dode-
ka’: a. m. ‘tizenkett&’.)

514. Haromszogekbsl, négyzetekbdl és Otszogekbdl ot
szabalyos test szerkeszthetd. TObb nincs: a szabalyos hatszog
egy bels6 szoge 120°, ezért ha harom hatszoglapot csat-
lakoztatunk egy kozos csucshoz, merev sikot kapunk; ha
pedig hatnal nagyobb oldalszamu szabalyos sokszogeket
tekintiink, ezek bels§ szogei 120°-ndl nagyobbak, nem
tudunk mér hadrmat sem egy csticshoz illeszteni.

515.a) Négyzet; b) tetraéder; c¢) oktaéder; d)dodeka-
éder; e) ikozaéder.

516. Minden eredeti kockaélhez tartozik egy csucs, Ossze-
sen 12; minden eredeti kockacsiicshoz tartozik harom él,
Osszesen 24; és minden eredeti kockacsucshoz és kockalap-

hoz tartozik egy-egy lap, dsszesen 14.
517. Jeloljiik Ls-tel, illetve [ -tal az 6tszOg- és hatszoglapok szamat! Mivel min-

den oOtszoglapot 5 darab hatszoglap hatdrol, s minden hatszéglaphoz hdrom

. 12-5 SI+ 6l
Otszoglap csatlakozik, [, = " 20. Az élek szama — - 90, a csucsok
SI+ 6l
szama ———— = 60
518.
kocka | tetra- okta- | ikoza- |dodeka- |csonkolt |futball-labda-
éder éder éder éder kocka poliéder
csucs 8 4 6 12 20 12 60
lap 6 4 8 20 12 14 32
él 12 6 12 30 30 24 90

A tablazat alapjan konvex poliéderekre a ,,csicsok szama + lapok szama = élek
szama + 27 Osszefiiggést sejthetjiik meg.
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519. Gréfok esetén lapok helyett altaldban tartomanyokrdl beszéliink.

A poliéderekbdl ugy képezhetiink grafokat, hogy az egyik lapjukra levetitjiik a
tobbi csticsot, a kozottiik futd élekkel egyiitt. A poliédergrafok képzésébol
kovetkezik, hogy a poliéderhez képest a csuicsok és élek szdma nem valtozik, a
lapok szama eggyel csOkken. Ezért egyik lehet6ség, hogy sikban ,csicsok
szama + tartomanyok szdma = élek szdma + 1” alakban mondjuk ki a sejtést.
Azonban a ,,csticsok szdma + tartoméanyok szdma = élek szama + 2” alakot is
megtarthatjuk. Ezt vagy gy tehetjitk meg, hogy a +1 tartomanynak a poliéder
azon lapjat vessziik, amelyre a tobbi csicsot vetitettiik (az dbrainkon az a sok-
szog — ,.konvex burok” —, amely tartalmazza a tobbi pontot); vagy a +1 tar-
toméanynak a végtelen siktartomanyt tekintjiik (az abrakon a konvex burkon
kiviil es6 rész).

Ezekkel a megfontolasokkal a ,csicsok szama + tartomanyok szama = élek
szama + 2” sejtést sikba rajzolhat6 grafokra is kimondhatjuk.

520. Minden Osszefiiggs graf felépithetd élrdl élre haladva. Induljunk ki az
egyetlen pontbdl allé grafbol! Erre Euler tétele teljesiil: egy cstcs, egy tar-
tomany (a végtelen sik, kivéve a csucsot), nincs €L

Ezutéan sorra felvessziik az 4j éleket. Mindegyik 1épésben az 1j €1 vagy régi csu-
csot ujjal kot dssze (ekkor a csuicsok és élek szdma egyarant 1-gyel n6), vagy két
mar meglévd cstcsot kot dssze (ekkor a tartomanyok és élek szama nd 1-gyel).
Mindkét esetben tovabbra is érvényben marad a tétel.

A fentiekbd] mar kovetkezik, hogy minden konvex poliéderre is érvényes Euler
tétele, s6t a bizonyitasbdl az is lathatd, hogy tobbszords élek és hurokélek
esetén is alkalmazhato a tétel.

521. Jeloljik a focilabda-poliéder 6tszoglapjainak szamat x-szel, és hataroz-
zuk meg a hatszoglapok szdmat az 6tszdglapok segitségével!

Egy 6tszoglaphoz 5 hatszoglap tartozik; x 6tszoglaphoz 5x hatszoglap tartozik.
Minden hatszoglapot hdromszor szamoltunk, mert egy hatszoglaphoz 3

Sx Sx
otszoglap illeszkedik. Ezért a hatszoglapok szdma 3 a lapok szama x + 3

S5x
A kétfajta laphoz 5x + 6 - EN 15x csucs tartozik. Minden csucsot 3-szor szé-

moltunk, mert minden csicsban harom lap taldlkozik, igy a csicsok szama
15x

—=5x.
3 X
S5x
Az élek szdma hasonléan hatdrozhat6 meg. Sx+ 6 EN 15x az Osszes (tobb-
15x
szorosen szamolt) él; mindegyiket 2-szer szamoltuk, gy az élek szdma -

Sx 15x
Ezutéan felirhatjuk Euler tételét: 5x +x + EYRTw + 2. Innen x = 12, tehat a

S5x
focilabda-poliéderben x = 12 darab Otszoglap és EN 20 darab hatszoglap

15x
van, a csucsok szama 5x = 60, az élek szama - =90.
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Sx
522. Jeloljiik az otszoglapok szamat x-szel! A négyzetlapok szama ekkor >

(egy otszoglaphoz 6t négyzet tartozik, és minden négyzetlapot kétszer sza-

S5x
moltunk); a haromszoglapok szdma hasonléan Y tehat a lapok szdma

5« 5S¢ 3lx
Xt —— =
2 3 6

Minden csics pontosan egy 0tszoghoz tartozik, tehat a csiucsok szama Sx.

S5x
Minden €l pontosan egy négyzethez tartozik, az élek szdma 4 - 5= 10x.
31x
Euler tételébdl 5x + < " 10x + 2, innen x = 12. Tehdt az L ,-poliéder jellem-

S5x S5x
z0i: x = 12 darab 6tszoglap, 5= 30 négyzetlap, 3" 20 haromszoglap, 5x = 60

cstcs és 10x = 120 él.
523. Mindegyik esetben a lapok szamat jeloljiik x-szel.
1. A szabalyos test minden csticsdban hdrom hiromszoglap talalkozik.

3x 3x
Ekkor a csuicsok szama EY =x, az élek szama B Euler tételébdl

3x
xX+x= EX + 2, az egyenlet megoldasa x = 4. A cstcsok szdma 4, az élek szima
6. A tetraédert kaptuk.
2. A szabalyos test minden csticsdban négy haromszdglap taldlkozik.

3x X
Ekkor a cstuicsok szama R az élek szama - Euler tételébdl

3x

3x
e +x= - + 2, az egyenlet megoldasa x = 8. A csucsok szama 6, az élek

szama 12. Az oktaédert kaptuk.
3. A szabalyos test minden csucsdban 6t haromszoglap taldlkozik.

3x X
Ekkor a cstucsok szama 5 az élek szama - Euler tételébol

3x

3x
5 +x= - + 2, az egyenlet megoldasa x = 20. A csucsok szama 12, az élek

szama 30. Az ikozaédert kaptuk.
4. A szabalyos test minden csicsdban harom négyzetlap taldlkozik.

X X
Ekkor a cstcsok szama Y az élek szama - = 2x. Euler tételébdl

4x
EY +x=2x+ 2, az egyenlet megoldisa x = 6. A csticsok szama 8, az élek

szama 12. Ez a kocka.
5. A szabalyos test minden csticsdban harom 6tszoglap taldlkozik.

S5x X
Ekkor a csticsok szama E az élek szama T Euler tételébdl
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S5x S5x

EY +x= EX + 2, az egyenlet megoldasa x = 12. A cstuicsok szama 20, az élek

szama 30. Ez a dodekaéder.

Az egy csucsban taldlkozé lapok tipusdra és szdmara tobb lehet8ség nincs.
Megjegyzés:

Csak azt mutattuk meg, hogy legfeljebb a fentiek lehetnek a szabalyos testek;
ezek létezését nem igazoltuk.

524. Alegtobb tartoméany akkor keletkezik, ha a szaka-

szok koziil semelyik harom nem megy at egy ponton.

Az 5. ponthoz tartozd szakaszok behdzasa utdan 16 tar-

tomanyt kapunk. Innen az a sejtésiink tdmadhat, hogy n

pont esetén 2"~ a tartomanyok szdma (n € N¥), de az
abra mutatja, hogy a sejtés mar n = 6 pontra sem tel-
jesiil: 31 tartomany keletkezik.
525. Alegtobb tartomany akkor keletkezik, ha a szaka-
szok koziil semelyik hdrom nem megy at egy ponton.
A 10 pont és az Osszes szakasz behtzdsa utdn egy sik-
grafot kapunk, amelyben a szakaszok metszéspontjait is
a graf pontjainak tekintjiik. (Az 4bra egy részletet
mutat.)
A tobbszoros élekkel rendelkez6 grafokra is felirhato
Euler tétele. Koron beliili pont csak két atld met-
széspontjaként johet 1étre; két atlot négy koron 1évo
pont hatdroz meg, igy a koron belili metszéspontok

@@ i,

szdma [4 ] A graf cstcsainak szdma tehat 10 +

A kertileti pontokbdl 11, a belsé pontokbdl 4 €l indul ki, igy az élek szdma

10
10-11+4-
4
5 .
Jeloljiik a tartoményok szamét x-szel, ekkor Euler tételébdl (ha nem szdmoljuk
10
10-11 +4-
a végtelen tartomanyt) 10 + 4 tx=—"7% """+ 1. Az egyenletet ren-
10 . 10} (10
dezve 10 +x = +10211+1, innen x = + 5 +1
Megjegyzés:
10} (10) (10 ) .
A keletkezett tartomanyok szamat + 5 + 0 alakban is frhatjuk, s ez a
képlet mutatja, hogy més jellegii megoldas is adhat6. Altaldban is igaz az n pont
n| (n] (n
esetén felirhat6 +| |+ formula.
4 2 0
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Vegyes feladatok

526. Els6 megoldads: Ilyen egyenesek a kocka élei (12 darab), lapatléi (6-2 =
= 12 darab) és testatloi (4 darab), 6sszesen 28 darab.

Masodik megoldds: A nyolc csucsbdl barmely kettSt kivdlaszthatjuk, a rajtuk

8
athalad6 egyenes nem megy at tovabbi csicson. [2] =28.

5
527. Els6 megoldds: A piros csticsot tartalmazé haromszogek szama [2] =10

(az 6t kék pontbodl kell kett6t kivalasztanunk a piros mellé); a harom kék csi-

5
csot tartalmazé haromszdgek szama [3] = 10. A két fajta haromszdgbdl ugyan-

annyi van.
Masodik megoldds: Minden piros csicsot tartalmazé haromszoget kdlcsondsen
egyértelmtien parosithatunk a kimaradé harom kék pontbdl all6 haromszoggel.
528. Igen, van. A 447. feladatban lattuk, hogy dsszesen 11-féle kiilonbozo
kockahdldzat van, és mint graf mindegyik 14 pontbdl all. A kocka minden
csticsa hdrom lapjahoz tartozik, igy a halézatban azoknak a kockacstcsoknak
lesz egyetlen pont a képiik, amelyek harom négy-
zethez csatlakoznak. A halézatban egy négyzethez tar-
tozé pontnak van egy két négyzethez tartozé parja, s a
két halozati pont egyiitt felel meg a kocka egy cstcsd-
nak.
PL. az abrdn négy kék kockacstiicsnak a négy jelolt
halézati pont a képe. Barmelyik tovabbi kockacstcsot
szinezziik 6todikként kékre, a halézatban két tovabbi
kék pont lesz, dsszesen 6; mig ekkor a fehér pontok
szdma 8.
529. Elsé megoldds: Valasszuk ki a téglalapok bal fels6 €s jobb als6 cstcsait!
Ha a 7 fiigg6leges és 11 vizszintes racsvonalbodl all6 négyzetrics fels6 sordnak
els6 racspontja egyuttal a téglalap bal fels6 csticsa, akkor a jobb als6 csicsot
10 - 6-féleképpen valaszthatjuk hozz4. Ha a fels6 sordnak masodik racspontja a
bal fels6 cstics, akkor 9 - 6 lehet&ségiink van; a harmadik racspontnal 8- 6 stb.;
végiil a tizediknél 1-6. Osszesen 10-6+9-6 + 86 + ... + 16 olyan racstégla-
lap van, melynek fels6 csicsai az elsd soron vannak.
A masodik sorban folytatva 10-5+9-5+8-5+...+1-5, a harmadikban
10-4+9-4+8-4+...+1-4,...,ahatodikban 10-1+9-1+8-1+...+1-1
téglalap keletkezik. Osszesen (10+9+ 8+ ... + 1)(6 +5+4+ ... + 1) =
E % = 1155 téglalapot hatdroznak meg a racsvonalak.
Masodzk megoldds: A téglalapokat atléik alapjan is azonosithatjuk. Az atl6
egyik végpontjat 77-, a masikat mar csak 60-féleképpen valaszthatjuk ki, mert
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az atl6 nem lehet sem vizszintes, sem fiigg6leges. Az atlo két végpontja
7760

kivéalasztasdnak sorrendje felcserélhets, igy Osszesen atlé valaszthat6

ki. Igy minden téglalapot a két atléjaval kétszer szamoltunk, ezért a téglalapok
szama ennek a fele.
Harmadik megoldds: A téglalapok két fiiggGleges és két vizszintes oldalegye-

1) (7
nesét [ 5 ] : [ZJ—féleképpen valaszthatjuk ki.

Negyedik megoldds: Természetes gondolat a téglalapok 0sszeszadmlalasa teriile-
tiik alapjan: vannak 1 X 1-es, 1X2-es, 2X 1-es, 1 X 3-as, ..., 6 X 10-es téglala-
pok. Ez a mddszer eléggé munkaigényes.

530. Igaz. — hem egész szam, ez€rt a tarsasagnak megfeleltethets grafban

van negyedfoku pont.

531. Nem lehet hét személynek hét ismerdse és egynek hat, mert az ismeret-
7-7+6

ségek szama — nem lenne egész szam. Legfeljebb 27 ismeretség lehetsé-

ges, csak ketten nem ismerik egymast.

532. Jeloljiik a személyeket a,, a,, by, by, ¢, c,-vell (A hazasparokat azonos

bettivel jeloltiik.)

A kérdez6 (legyen pl. a;) a 0, 1, 2, 3, 4 véalaszokat kapta. Mivel Osszesen

6-4

— = 12 kézfogas tortént, s minden kézfogast csak egyszer szamolunk, igy a

kérdez6 2-szer fogott kezet. Erkezhetett harmadiknak, pl. b,, c,, a,, a,, b,, ¢,
érkezési sorrend esetén; s érkezhetett negyediknek, ha az érkezési sorrend pl.
b,, ¢y, a,, a,, by, c, volt.

nn—1) . 2n(2n—1) .
533. A nbk egymassal —) A férfiak egymassal — jatszmat
jatszottak, mig ,vegyes” parti n-2n tortént. Tegyik fel, hogy a ,vegyes”
mérk6zések koziil x szamit nyertek meg a ndk, s 2n* — x szamut férfiak. Ekkor

nn—1
a ndk altal megnyert jatszmak szdma % +x, a férfiak altal megnyert
o m@a-1) n@n—1)
jatszmak szdma — + 2n°—x, s innen 5 — +x|=
2n(2n—1) ) . . 2 :
=7 — +2n°—x|. Az egyenletet atalakitva 8& = 17n° — 3n, s mivel

x<2n? igy 17n* — 3n < 16n°. Az n <3 egyenl&tlenséget a feladat feltételeinek
megfelel6en csak n = 3 elégiti ki, s ekkor x = 18. Ekkor tehat 3 nd és 6 férfi vett
részt a sakkversenyen, a 3 n6i és 15 férfi mérkdzésen kiviili 18 jatszma mind-
egyikét a n6k nyerték.
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534. Valasszunk ki egy csapatot, pl. A-t, s tekintsiik azt a 9 csapatot, amelyek
A-val még nem jatszottak! Ha koziiliik van kettd, pl. B és C, akik nem jatszot-
tak még egymadssal, készen vagyunk: 4, B, C megfelel csapatok. Ha viszont
barmely két csapat mar jatszott volna egymassal, az csak Ggy lenne lehetséges,
ha minden forduloban kolcsondsen egymassal mérkdztek volna. Mivel paratlan
sokan vannak, igy minden forduléban valamelyik csapat ellenfél nélkiil marad,
vagyis ez az eset nem fordulhat el§; az allités igaz.

535. Ha a pontok szdma n = 2k, akkor k pontot pirosra €s k pontot kék szi-
nire kell szinezni. Ekkor k* pont keletkezett; mig k — x piros és k +x kék pont
esetén (x € N") a keletkezett szakaszok szdma k> — x°.

Ha a pontok szama n =2k + 1 paratlan, akkor pl. k£ piros és k + 1 kék pont
esetén k* + k a keletkezett szakaszok maximalis szdma.

536. Egyforma méretli érmék esetén egy érme legfeljebb 6 masikat érinthet,
ez n érme esetén 6m érintkezési pontot jelent. Mindegyik pontot kétszer sza-
moltuk (a két érintkezé érme mindegyikénél), igy az érintkezési pontok szama
legfeljebb 3n; s mivel az asztal sz€élén 1év6 érmék 6-nal kevesebbel érintkeznek,
az érintkezési pontok szdma valoban kevesebb, mint 3.

537. Barmely két adott pontra legfeljebb két egységsugaru kor illeszkedik, igy

n
legfeljebb 2~[2] kort kapunk. Az egy kordn 1év6é harom pont hdrom hurt

hatdroz meg, igy minden kort haromszor szdmoltunk. Legfeljebb tehat

n
2.
) s
3 3
538. A piros pontokbdl kiindulé szakaszok szdma 625 -4 + (4 vagy 5 vagy 6),
ezek mind pirosak vagy feketék. Ha x a piros szakaszok szama, akkor
625-4 + (4 vagy 5 vagy 6) =2x + 101, innen a piros szakaszok szdma csak
x =1202 lehet.
539. Tegyiik fel, hogy a végtelen sok pont kozott csak véges sok kiillonbozd
tavolsag 1ép fel! Legyenek ezek d,, d,, d;, ..., d,, s az egyik pont (pl. A) koré raj-
zoljuk meg a d,, d,, ds, ..., d, sugart koroket! Az adott pontok mindegyike
ezeken a korokon helyezkedik el, s legalabb az egyik koron koziilik végtelen
sok van. Ellentmondast kaptunk, mert a végtelen sok, azonos koron 1évs pont
kozott végtelen sok tavolsag 1€p fel.

540. Tegyiik fel, hogy a lakasban
n ajté van. Ha barmely két helyi-
ség kozott van ajtd és minden
helyiségb6l nyilik ajté a lakdson
kiviilre, akkor Osszesen n darab

nn—1) .
kiilss és — belsd ajtd van

az egységsugaru korok szdma.

(e képletet ugy kaptuk, hogy min-
degyik helyiség n —1 masikkal
érintkezik, de ekkor minden ajtot
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nn—1)

kétszer szamoltunk). Innen n + — >12, "> +n—24>0, n>5, tehat

legalabb 5 helyiségnek lennie kell.

Ennyi elég is; az dbran egy-egy lehetséges megoldas lathato. "

541. Jeloljik a tarsasag tagjait A, B, C, D, E, F-fel, s legyen

A héarom ismerdse B, C, D. Ekkor E-nek és F-nek legalabb

két ismerGse van B, C és D kozott; legyenek E ismerdsei pl. B E F

és C (abra).

Ha F ismeri D-t, a jegyek A-B, E-C, F-D szétosztasa %é\ b

megfelelS; ha F nem ismeri D-t, akkor pl. az A-D, E-C, F-B

szétosztas jo.

542. A tarsasag tagjait pontokkal, az ismeretségeket élekkel reprezentalva azt

fogjuk megmutatni, hogy az igy kapott grafban van 6 hossza (Hamilton-) kor.

A 477. feladat megoldésa alapjan tudjuk, hogy a grafban van legaldbb 4 hosszu

K kor.

Ha K 5 hosszi, akkor a kimaradt 4 ponttal 6 hosszira bévithetjiik (4 harmad-

foku, tehat K két szomszédos pontjaval biztosan Ossze

van kotve).

Ha K hossza 4, akkor a kimaradd A és B pontok Ossze

vannak kotve egymassal (egyébként lenne 5 hosszu kor);

jeloljiik tovabba C-vel K egy olyan pontjat, amely A-val

szomszédos.

Az 4brardl leolvashatd, hogy K barmely C-n kiviili pont-

jat osszekotve B-vel, legalabb 5 hossza kort kapunk, s az

el6z6 megallapitasaink értelmében ekkor 6 hossza kor is

lesz.

543. a) Tetsz6leges A cstcsbol kiinduld 5 €l kozott a 543/1
skatulyaelv miatt van 3 ugyanolyan szini. Le- -
gyenek pl. ezen piros élek végpontjai az A, 4,,
A, csticsok. Ha most az 4,4,A4, hdromszogben

o —

N
& N

A;A; élis piros, akkor az AA4,4, haromszog meg- B of
feleld; ha viszont az A,A4,A; hiaromszogben !
egyik él sem piros (legyenek pl. kékek), akkor E
A,A,A, kék haromszog. c Of

b) Talalhaté még tovabbi egyszinti hdromszog.

Tekintsiik az I. abrat.

Mivel az a) feladat alapjan van egyszinti hdrom-
sz0g, az ABC haromszog éleit valaszthatjuk pirosnak. Feltehetjiik,
hogy a DEF haromszogben van kék él, ez legyen pl. EF. Most vizs-
galjuk meg az EA, EB, EC éleket! Ha ezek kozott taldlhaté két piros,
akkor tijabb piros haromszdget kapunk, tehat feltehetjiik, hogy £-bdl
két kék €l indul ki az 4, B, C pontokba; s ugyanezt elmondhatjuk F-
r6l is. Ekkor azonban a skatulyaelv miatt lesz olyan pont A, B és C
kozott, amelyet E-vel és F-fel is kék éllel kotottiink dssze, s ezért kék
haromszoget kaptunk.

o N
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543/Il. c) Igaz. Tegyiik fel, hogy az ABCDE teljes grafban A-bol négy
piros €l indul ki. Ha ekkor BCDE-ben van két piros él,

készen vagyunk, mert két piros haromszoget is kaptunk; ha

pedig legfeljebb egy piros €l van, akkor beldthato, hogy két

kék haromszog keletkezik.

d)Nem. Ellenpélda az a graf, amelyik két kiillonboz6 szindi,

5 hosszua korbol all (a II. abrén csak az egyik szinti éleket

jeloltiik).
544. Tetszbleges A cstcsbdl kiinduld 16 €l kozott a skatulyaelv miatt van 6
egyforma szinli. Legyenek pl. ezen piros élek végpontjai az A, A,, ..., A, csu-
csok. Ha most az A4,4,...4; teljes grafban valamelyik 4,4; €l is piros, akkor az
AA;A; haromszog megfelels; ha viszont az 4, A4,... A, teljes graf élei a maradék
két szinnel vannak kiszinezve, akkor az el6z6 feladat miatt lesz egyszinti harom-
szOg a grafban.

545. A megoldas folyaman feltettiik, hogy a pontokat
sorban, egymads utdn vessziik fel. Azonban lehet olyan
abrat rajzolni, amely esetében a fenti gondolatmenet
nem alkalmazhat6 (ébra).

Ezen az 4bran a felvett belsG pontok kozott nincs

,elsd” és ,kovetkez6”.

Megjegyzés:

Erdekes viszont, hogy az utols6 4brat akarhogyan

egészitjiik ki tovabbi harom ponttal, a részhdromszogek

szama mindig 13 lesz.

546. Tegyiik fel, hogy a 6 pont felvétele és a szakaszok berajzoldsa utan A

darab haromszoget kaptunk. A haromszogek belsd szogeinek Osszege £ - 180°.

Ez az sszeg a 6 pont koriili 360°-0s teljes sz0gekbdl és az alapharomszog belsd

szOgeibdl tevodik Ossze, tehat 6 -360° + 180° = 4 - 180°. Innen 4 = 13.

547. a) Az dllitdsigaz. A H={a,,a,,a,, ...,a,;} halmaz A, A,, A,, A, részhal-
mazait pl. az alabbi tablazattal adhatjuk meg:

4 a4y | 49 e | Yy
A, 1 1 0 0
A, 1 0 0 0
A, 0 1 0 1
Ay 0 1 0 0

Az els6 sorban a H halmaz elemeit tiintettiik fel; a kovetkezd sorokban az egyes
részhalmazoknal 1-est irunk, ha az aktualis elem benne van a halmazban, 0-t,
ha nincs. Pl. a, €A4,, de a, & A4,.

A feladat feltétele alapjan a tdbldzatban 40 darab 1-es szerepel, s meg kell
mutatnunk, hogy van olyan oszlop, amelyben 4 darab 1-es van. Ez pedig a ska-
tulyaelv miatt nyilvanval6: ha minden oszlopban csak 3 darab 1-es lenne, 0ssze-
sen 13 -3 = 39 darab 1-es lenne tablazatban.
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P

b) Az allits igaz. Vizsgaljuk meg az el6z0 bizonyitast, haa,, a,,a,, ..., a,;
az egyes személyeket, A, A,, A és A, pedig a koziiliik tetsz6legesen
kivalasztott négy személyt jelenti. (Ekkor pl. az A, ismeri g, relaci6 a
tdblazatban tgy ismerhets fel, hogy 4, sordban és a; oszlopdban 1-es
szerepel. A tablazat egy grafmodellt is megad; ebben az A4, €s a; kozotti
¢l 1étezését jeloljik 1-essel.)

548. Tegyiik fel, hogy az egyik osztalybol m, a masikbdl n tanuld vett részt a
nn—1) m@m—1)

2 - 2
innen 2mn=m*—m+n*—n. Az egyenletet atalakitva m +n = (m —n)?

innen a kovetkez6 lehetéségeket kaptuk:

versenyen (m, n€N, 2 <n<m <24)! Ekkor mn,

m+n | m—n m n
9 3 6 3

16 4 10 6
25 5 15 10
36 6 21 15

Osszesen négy megoldas van.

549. Valamelyik fajta tancbol legalabb harom fia
legalabb haromszor tancolt. Tekintsiikk azt a §

ponti grafot, mely pontjainak a 3 fid, illetve 5 lany £
felel meg, s amelyben akkor kotiink dssze két pon-
tot egymassal, ha a résztvevok ezt a bizonyos tancot

tancoltak (4bra)!

Jeloljiik F-fel a fiak, L-lel a lanyok pontjainak halmazat! A feladat annak
bizonyitasa, hogy kivéalaszthaté 2-2 pont F-bsl és K-bdl gy, hogy ennek a rész-
grafnak 4 éle legyen.

F-bol 6sszesen 9 €l indul ki, ennyi L-ben is a fokszamok 6sszege. Ha L-ben van
harmadfoki pont, akkor van még egy legalabb méasodfokd pont is, s ezen két
lany és két fiu kivalasztasa megfelel6 lesz. Ha viszont L-ben a fokszamok
1, 2,2, 2,2 (abra), akkor a kovetkez6képpen jarhatunk el: elhagyjuk L-bdl az
els6foka pontot és a hozza tartozo élt; elhagyjuk F-bdl a masodfoku pontot,
marad két harmadfokd pont; s ezekhez kivdlasztjuk az L-ben maradt két
masodfoku pontot.

550. Abbdl, hogy egy rendszer nem bgvithetd, nem

kovetkezik, hogy a rendszer maximaélis. Hidba nem tudjuk @

az n =38 esetet n =9-re tovibbfejleszteni, elképzelhetd,

hogy egészen més eljardssal taldlunk n = 9-re konstrukciot.

Abbdl pedig, hogy n = 9-re nem készithetd megfeleld graf,

nem kovetkezik, hogy nagyobb n-ekre sincs megoldas.

551. Valéban nem készithet6 a feladat feltételei szerint 9

pont graf, de konnyen ellenGrizhetd, hogy az abra szerinti

n = 10 pontu graf megfeleld.
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Tehat hidba nincs n = 9-re konstrukcio, n = 10-re sikeriilt taldlni egyet, ezért
10 varos kozott még jarhatnak gépek.
10-nél tobb varos esetén a kozlekedtetés nem lehetséges. Ugyanis atszal-
las nélkiil egy varosbdl legfeljebb harom masikba, azok mindegyikébdl egy
tovabbi atszallassal legfeljebb két-két tjabb varosba juthatunk el. Vagyis leg-
feljebb 1+ 3 +3-2 =10 varos kozott jarhatnak a gépek, s ezt fentebb el is
értik.
552. a) A bizonyitas az 543. feladat a) része alapjan torténhet.
b) Nem, az indoklas az 543. feladat d) megoldasahoz hasonlo.
553. Alkalmazzuk az 544. feladat gondolatmenetét!
554. A feladat a grafok nyelvére atfogalmazhat6: meg kell mutatnunk, hogy
ha egy 66 pontu teljes graf éleit négy szinnel kiszinezziik, akkor tal4dlhat6 olyan
haromszog a gratban, amelynek az oldalai azonos szintiek.
A graf tetsz8leges A csticsabdl kiindulo 65 éle kozott a skatulyaelv miatt van 17
egyforma szindi. Legyenek pl. ezen piros élek végpontjai az Ay, Ay, ., Ay, csi-
csok. Ha most az 4,4, ...A,; teljes grafban valamelyik 4,4; €l is piros, akkor az
AA;A; haromszog megfelelo haviszontazA4,A4,...A, teljes graf élei a maradék
harom szinnel vannak kiszinezve, akkor az elozo (vagy az 544.) feladat alapjan
készen vagyunk, van egyszinti haromszog a grafban.
555. a) Képzeljiik el, hogy a lehetséges nyité kombinacidk (000, 001, 010, 011,
., 111) egy térbeli koordinata-rendszerbe helyezett kocka 8 csticsa-
nak koordinatdi, s tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai a kocka
csdcsai, €lei a kocka élei! Kezdetben 101 a beallitott kombin4cio, ez-
zel probalkozunk ezutan valamelyik koordinatat megvaltoztathat]uk
Eszrevehetjuk hogy egyetlen koordindta megvaltoztatasa azt ered-
ményezi, hogy az adott csticcsal szomszédos kockacsticsnak megfeleld
kombinécidt probaljuk ki. Vagyis a feladat dtfogalmazhatd: a kocka
csucsait kell a lehetd legkevesebb 1épésben bejarni, ha adott pontjabol
indulunk és az élek mentén haladunk. (Kicsit elegdnsabb, ha a kez-
dbhelyzetet eleve a 000 allapotnak tekintjiik, s ekkor a bejaras az ori-
26bdl indul.) A kocka élvdzanak van Hamilton-utja, tehat legfeljebb 8§
probélkozasbdl kinyithatjuk a zarat.
b) A kérdés az, hogy a kocka élvazdnak mint grafnak adott pontbdl
indulva hany Hamilton-utja van? Egyszer(iség kedvéért induljunk a
(0; 0; 0) pontbol! Az els6 1épés 3-féle lehet, a masodik 2-féle. A két él
a kocka egyik lapjan van, szimmetriaokok miatt feltehetjiik, hogy az
eddigi ut 000 — 010 — 011. (Itt a koordinatakat egyszertibben a kddok-
kal jeloltiik.) Innen két irdnyban folytathatjuk a bejarast. Ha a 010
csicsba 1épiink, a 010 1épés utdn kétféleképpen jarhatjuk be a cst-
csokat; ha pedig az 111 csuicsba, onnan csak az 101 — 001 — 011 — 010
bejaras lehetséges. Osszesen 12+ 6 =18 Hamilton-Gt van, tehat
ennyiféleképpen nyithatjuk ki a pancélszekrényt.
556. Optimalis helyzetben barmely két kabin érintkezik és minden kabinbdl

n(n
nyilik zsilip a kiils§ tirbe. Ez n kabin esetén n darab kiils6 €s ¢ > belsd

zsilipet jelent (ez utdbbi képletet ugy kaptuk, hogy mindegyik kabin n —1
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szama masikkal érintkezik, de ekkor minden zsili-
nn—1)
=21,

pet kétszer szamoltunk). Innen n+

n*+n—42>0, n>=6vagyn<-7.
Mivel n < -7 értelmetlen, legalabb 6 kabinnak /
lennie kell.

/
Ennyi elég is. Az dbra mutatja, hogy 6 egybevigd ~
téglatestet Osszeépithetiink Ggy, hogy barmely ket-

tének legyen kozos feliilete.
557.Egy irraciondlis és egy raciondlis szdm \/
Osszege mindig irraciondlis; két irraciondlis szdm

Osszege lehet racionadlis és lehet irraciondlis is.

A feladatot atfogalmazhatjuk a grafok nyelvére. Jeloljiik a hat szdmot pon-
tokkal; két szam Osszeaddsat a nekik megfelel6 pontok kozott 1évs él megraj-
zolasaval; s az €It szinezziik pirosra, ha a két szam Osszege irraciondlis, illetve
kékre, ha a két szam Osszege racionalis!

a) Ekkor a grafelméleti kérdés az, hogy ha a 6 pontu teljes graf éleit a

feltételeknek megfelelGen kiszinezziik két szinnel, akkor keletkezik-e
piros hdromszog?
Vizsgaljuk meg, hogy keletkezhet-e a grafban kék haromszog! Ez azt
jelentené, hogy van harom irraciondlis szam, pl. a, b és ¢, melyek koziil
barmely kett6 sszege racionalis. Ekkor az (a +b) + (@ +c) + (b +c¢) =
=2(a + b +c) Osszeg, s igy (a + b + ¢) is raciondlis lenne. Ez lehetet-
len: (a +b +c) — (a + b) = c raciondlis lenne, s ez ellentmondés. Az
543. a) feladat megoldasa alapjan tudjuk, hogy a grafban keletkezik
egyszinli haromszog; az el6bbiek alapjan ez kék nem lehet, csak piros.
Tehat az allitas igaz.

b) Az 543. d) feladat alapjan akkor nincs egyszinli hairomszog az 5 ponta
teljes gratban, ha a piros és kék élek egy-egy 5 hosszu kort alkotnak.
Ebbdl kovetkezne, hogy 1éteznek olyan a, b, ¢, d, e irraciondlis sza-
mok, melyek paronkénti ciklikus 6sszege: (a +b), (b +c¢), (c +d),
(d +e), (e +f) egyarant racionalis szam. Ekkor ezek 2(@a + b +c +d +e)
Osszege, s innen (a + b + ¢ +d + e) is raciondlis lenne. Ez nem lehet-
séges:(@a+b+c+d+e)—(a+b)—(c+d)=eraciondlis lenne, s ez
ellentmondés. Vagyis az 5 pontu grafban van egyszindi hdromszog, s
mivel ez kék nem lehet, igy piros. Az allitds igaz 5 irraciondlis szdmra is.

558. A 990 piros pontbdl 4 van a sarokban, 82 a szélen és 904 beliil. A piros
pontokbdl kiinduld vonalak szdma 4-2 +82-3 +904 -4 = 3870. A piros vo-
nalakat kétszer, a feketéket egyszer szamoltuk, igy 3870 —947-2=1976 a
fekete vonalak szama. A racsban 0sszesen 4900 vonal van, ebbdl a kékek szama
4900 — 947 — 1976 = 1977.

559. Az adott egyeneseket 3*'-féleképpen szinezhetjiik, a pontok szinezése a
fuggbleges és vizszintes egyenesek egymas kozotti szinezési sorrendjétdl fiig-
getlen. Ugyanakkor ha adott az n* pont egy szinezése, egy egyenes szinét tet-
szblegesen valaszthatjuk (3-féleképpen), a tobbi adddik.

2

Eredmény: =" 31
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560. Legyen p darab piros és k darab kék csucs (p + k = 6n + 1), s szamoljuk
meg a ,tarka” egyenl§ szdri haromszogek szamat! Egy ,tarka” élhez mint
alaphoz egy, mint szarhoz két egyenld szari haromszog illeszthetd, s minden
»tarka” egyenld szari haromszoget kétszer szamoltunk. A ,tarka” egyenld

3pk
szard haromszogek szama tehat %, vagyis allandod.

561. A négydimenzios egységkocka (x;y; z; f) koordinataji pontjaira
0<x,y,z t<1.

A csticsainak szama 2* = 16, mert a csticsok barmely (x; y; z; ) koordinatéja két-
féle értéket vehet fel, 0-t vagy 1-et.

Egy élt két végpontjaval adhatunk meg, pl. (0;0;0;0) és (0;0;0;1). Hirom

4
koordinata kétféle értéket vehet fel, a negyediket [1]-féleképpen vélaszthatjuk

4
ki, tehat a négydimenzios kocka éleinek szama [1] 2= 32.

Hasonl6an okoskodva a kétdimenzids lapoknal két fix koordinatat valasztunk
ki, melyek mindegyike kétféle értéket vehet fel. Innen a lapok szdma

4
[ ]»22=24.
2

A haromdimenziés lapokat az jellemzi, hogy egyik koordinatdjuk kétféle
értéket vehet fel, a mésik harom értéke pedig 0 és 1 kozotti barmilyen szam

4
lehet. Innen a haromdimenzids lapok szdma [3] -2=8.

Kétszemélyes jatékok

562. A konnyebb attekinthet6ség érdekében alkalmazzunk grafmodellt! Le-
gyenek a graf csucsai a szavak, s akkor kotiink 6ssze két csucsot éllel, ha a nekik
megfelel szavakban taldlhaté kozos beti. A graf csucsainak megfelel szava-
kat 3 X 3-as tablazat alakban is elrendezhetjiik (abra).

Az 4tfogalmazas utéan a klasszikus 3 X 3-
as amdba jatékra ismerhetiink. Ebben

két jatékos felvaltva rajzolja be a sajat
jelét (altaldban X-et vagy O-t) egy 3 X 3-

BEKA KIVI TONK as tablazat iires mezGibe, s az a jatékos

| \ | / | nyer, aki harom sajat jelet tud berajzolni
, . egymas mellé vizszintesen, fiigg6legesen
EDES — SZITA —— SUN  yagy 4tlés iranyban.

| / | \ | Helyes jaték esetén egyik jatékosnak

L sincs nyerd stratégiaja, a jaték elméleti
EPIT — PIRUL ——PANDA dontetlen.
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563. A masodik jatékos tud EN

nyerni. B N
Alkalmazzunk gratmodellt, mely- GYER/ \ZENE
ben a gréf csdcsai a szavak, s ak-

’ GY E Z
kor kotiink dssze két cstcsot él- IRO/ }GY{ \FU
lel, ha a csucsoknak megfeleld :

’ Th ot h s o i S F U
szavakban talalhat6 kozos betli | R
(abra). iNY " MULO A IFAS TU
A mésodik jatékos az elsG jatekos NN 7 DN 27N 7
kezd6szavatol kettS tavolsagra va- NYOM o LADA A HIT
lasztja meg a sajat kezdGszavat N ¥ N A
(vagyis ugy, hogy a grafban a két DOB HA

szonak megfeleld pont kozott ket-

t6 hosszu at legyen). Ekkor az elsG jatékos a kovetkez6 szavaval a grafban csak
»tavolodni” tud, s el6bb-utobb beszorul. Példa egy lehetséges jatékra: UGY-
SE-LADA (a kezdﬁszavak) ~GYER-MULO-EN-UGYSE, s ezutidn barme-
lyik szot valasztja a soron kovetkezd, eredetileg kezd6 jatékos, a masodik is
vélaszthatja azt (GYER, illetve ZENE)

564. A kezdt jatékosnak van nyerd stratégidja.

Kezdésként behizza a 10-sz0g egy tiikkortengely-atlojat. Ezutan barmit huz el-
lenfele, annak tiikrds szakaszpérjat htizza be. EI6bb-utébb elfogynak a behiz-
hat6 szakaszok, a masodhtzé nem fog tudni ,,lépni”.

Megjegyzés:

Tetsz6leges szabalyos 2n-szog esetén is alkalmazhat6 a stratégia.
565. A szimmetriagondolat most nem alkalmazhato,

de néhany probajaték utdn megsejthetjiik, hogy mindig
a kezdg jatékos nyer.

Tekintstik a jaték egy végéllapotat!

Avégsd helyzetben haromszogeket kapunk, hiszen nem
folytathatjuk a szakaszok behtizasat. Jeldljik a kelet-
kezett hdromszogek szdmat h-val! Ezek bels6 szogeinek
Osszege h - 180°, innen £ - 180° = 9 - 180° (a 11-sz0g belsd
szogeinek Osszege), vagyis a jaték végén mindig 9 darab
haromszog keletkezik. A 9 haromszog 1étrehozasahoz 8§
atlot kell behtzni, a 11 oldallal egyiitt 6sszesen 19 sza-
kaszt hiz be a két jatékos. Ez azt jelenti, hogy mindig a kezdd nyer, nincs sziik-
sége ,stratégiara”.

Megjegyzés:

Ez az invarianciagondolat tetsz6leges n-szog esetén alkalmazhato.

566. Arra kell torekedni, hogy az Osszes behuzhatd szakasz szama paros
legyen.

Tekintsiink egy szabalyos 9-szoget, s belsejében egy tovabbi pontot (semelyik
harom pont ne legyen egy egyenesen)!

Ha az 0sszekot6 szakaszok behtizdsa utan # darab haromszog keletkezik, akkor
h-180° = 7-180° + 360°, mert a bels6 pont koriil 360° a szogosszeg.
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Innen 4 = 9. A kiils6 végtelen sikrészt is szamolva a tar-
tomdanyok szdma 10, a csucsok szdma 10. Euler tétele
miatt dsszesen 18 él keletkezik, igy most mar a masodik
jatékosnak van ,,nyers stratégiaja”. (Ez a ,,nyerd straté-
gia” persze ismét azt jelenti, hogy a mdsodik jatékos
barhogyan jatszhat, nem tud vesziteni.)

567. Jeloljik a kezd6 jatékost 4-val, a masodhizot B-
vel, s vizsgéljuk meg el8szor az egyszertibb eseteket!
Péros szamu kezdeti pont esetén mindig 4 nyer, ha a
szimmetrian alapulé stratégiat koveti. (Kezdetben egy
tikortengely-atlot hiz be, majd mindig ellenfele 1épé-
sének erre vett tiikorképét valaszolja.)

Ha kezdetben 3 pont adott, akkor A nyer.

Ha kezdetben egy szabalyos 0tszog csucsai adottak, akkor kdnnyen megmu-
tathato, hogy B nyer.

Ha kezdetben egy szabdlyos hétszog csucsai adottak, akkor kezdésként 4 ennek
egyik oldalélét huzza be. Az igy Osszekotott két pontot levdlaszthatjuk, a
maradék 6t pontbdl all6 graf a jaték szempontjabdl hasonldan kezelhetd, mint
a szabalyos 0tszog Ot csucsa. Ebben a helyzetben az aktualis kezdd, vagyis B
veszit, tehat A nyer.

Ha kezdetben egy szabdlyos kilencszog csicsai adottak, akkor jeloljiik a graf
pontjait 1, 2, 3, ..., 9-cel, s vizsgaljuk meg A kezdési lehetdségeit!

Ha kezdésként A4 két szomszédos pontot kot Ossze, pl. 1-et és 2-t, akkor a meg-
maradt hét pont a jaték szempontjabol szabédlyos hétszognek is tekinthetd,
ekkor tehat B tud nyerni.

Ha A kezd6lépése 13, akkor a 4,5, 6, ..., 9 pontok a jaték szempontjabol szaba-
lyos hatszognek tekinthetdk; B nyer.

Ha A kezddlépése 14, akkor B valasza 23; a megmaradt 6tszoggel folytatva a
jatékot ismét B nyer.

Ha A kezdGlépése 15, akkor a 2, 3, 4 pontokra Osszesen egy €l illeszthetd. Ha
B 1épése 69, akkor dsszesen 2 tovébbi él hiizhat6 be; B nyer.

Szabalyos kilencszog esetén tehat B nyer; ebbdl kovetkezik, hogy szabalyos 11-
sz0g esetén A nyerhet, ha kezdésként egy oldalélt haz be.

568. Els6 észrevétel, hogy a graf osszefiiggGségéhez legalabb 5 €It be kell
hizni, ugyanis a jaték kezdetén a graf 6 komponensbdl all, s egy él behuzasa
legfeljebb eggyel csokkenti a komponensek sziméat. Ha pontosan 5 élt behtizva
a graf Osszefiiggs lesz, grafelméleti fat kapunk. Ennek jellemzdje, hogy nem
tartalmaz grafelméleti kort, vagyis nem vezet semelyik pontb6l dnmagaba
élsorozat.

Ha 5 ¢l felvétele esetén véget ér a jaték, akkor a kezdd jatékos nyer. Ezért a
masodhuzonak arra kell térekednie, hogy a jaték folyaman valamikor kort hoz-
zon létre, mert ekkor van lehetsége tovabbi €l behuzésara.

Sorszamozzuk a pontokat 1, 2, ..., 6-tal. A szimmetrikus helyzetek miatt felte-
hetjiik, hogy a kezd6 jatékos mindig az 12 €It hizza be. A fentiek miatt a
masodik jatékos nem hiizhat pl. 34-et, mert elsé 56 vélasza utdn még pontosan
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2 élt huznak be a jaték folyaman. Tehat a masodik jatékos
vélasza 12-re 23. Most ha a kezd6 54-et 1ép, erre a masodik
13-mal valaszol, s sikeriilt egy hatodik élt felvennie: két
tovabbi éllel befejezhett a jaték (I. abra).

Ha a kezd® 1épi 13-at, akkor az 54 hizas csak lépéscserét
jelent, ezért a kezd6nek az 123 komponenst kell bévitenie,
pl. 34-gyel (vagy béarmilyen, vele szimmetrikus szerepi
huzassal). Az igy kapott 3 komponensii grafot a II. abran
lathatjuk.

Most az a jatékos veszit, aki az 5-0s vagy 6-os pontot
kénytelen Osszekotni egymadssal vagy valamelyik kisebb 6
sorszami ponttal. Ekkor ugyanis a graf komponenseinek = ©
szama 2 lesz, s a kovetkezd jatékos ezt 1-re csokkentheti,
vagyis Osszefliggévé teheti a grafot. o
Az 5-0s és 6-0s pont elkeriilésével 3 él huzhato be, az abran >
szaggatottal jeloltiik. Ez azt jelenti, hogy ezen 6 él behuzasa

utdn még kett6t huznak be a jatékosok, vagyis mindkét
jatékos legjobb jatékaval Osszesen 8 €l htizhat6 be. A mésodik jatékos nyer.
569. A kezd? nyer.

Ha mindkét jatékos jol jatszik, akkor 5 él behtzasa utan a graf osszefiiggd lesz.
(Minden huzassal eggyel csokken a komponensek szama, hiszen nem kapunk
kort.) A 6. hiizas mar nem csokkentheti a komponensek szamat: kialakul egy
kor.

570. A feladat konny(i. Egy tiikortengely-atlot behuz a kezdd; mivel ezutan
szimmetrikus valaszlépéseket tehet, a kezd nyer.

Megjegyzés:
Melyik jatékosnak van nyer$ stratégidja, ha kezdetben egy szabdlyos 6tszog
cstcsai adottak?




