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Sorozat hatarértéke

1142.

1143.
1144.

1145.

1146.

1147.

1148.
1149.

Legyena,=n, és b, = —.
n
1
Legyen a,=——, és b,=—n.
n
Igen. Legyen a,=—n, és b, = —n.
1 1
Nem. L =——, 8 b,=——.
em. Legyen a, &b, .
1 1
Nem. Legyen a,=——, é b,=——.
n n
nl 1
Nem. Legyen a,=(—1) —, és b,=—.
n n
nl 1
Igen. Legyen a,=(-1) —, é b,=—.
n n

Mivel az a, sorozatnal minden &-hoz van olyan n,, kiiszobindex, amely-

nél nagyobb indexti elemek A-tdl €-nal kevésbé térnek el, ezekre igaz az is,
hogy a b, sorozat elemei is £-nél kevésbé térnek el, hiszen n, + 100 > n,,.

1150.
1151.

1152.

1153.

Nem. Legyen a,=(—1)", é b,=(-1)".
Nem. Legyen a,=(—1)", é b,=(-1)".
1

n

a) Nem. Legyen a,=(—1), és b,=—;
n
b T
b) Nem. Legyen a, = sin [n2 , és b, = cos nz].

Mivel az a, sorozatnal minden &€-hoz van olyan n,, kiiszobindex, amely-

nél nagyobb indext elemek 3-t6l £-ndl kevésbé térnek el, ezért igaz az is, hogy
a b, sorozat elemei is €-nal kevésbé térnek el 3-t6l, ha pl. n; > n, + 2.

1154.

Mivel az a,, sorozatnal minden &-hoz van olyan n kiiszobindex, amely-

nél nagyobb indexii elemek 5-t61 £-nal kevésbé térnek el, ezért igaz az is, hogy
a b, sorozat elemei is €-nal kevésbé térnek el 5-t6l, ha pl. n, > n,

11585.

Bizonyitsuk indirekt médon. Tegyiik fel, hogy b, sorozat konvergens, és

hatarértéke B; a ¢, =a, + b, sorozat hatarértéke pedig legyen C. Két konver-
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gens sorozat kiilonbsége is konvergens, és hatarértéke a sorozatok hatarérté-
keinek a kiilonbsége, tehat az a, = ¢, — b, sorozat konvergens, ami ellentmond

a feltevésnek.
n n+1
Példaul legyen a, = (1), és b, = (—1) ", ekkor ésszegiik az azonosan 0 so-

rozat.

a
1156. Az a, sorozatnak csak véges sok eleme lehet nulla, kiilonben az [b—"]

n
sorozatnak lenne olyan részsorozata, ami nulldhoz konvergél, ami ellentmond
annak, hogy a hatarértéke 1. Tekintsiik akkor a legnagyobb indexi{i nullelem

.

utéani részsorozatot! Legyen ¢, = [ ] sorozat, aminek tehét nincs nulleleme.

n
) a a
Atrendezve b,=—", ahonnan limb,=lim — = 1= 0, amit bizonyitani kel-
Cn Cn
7z . 7 7 1 z 1
lett. Két ilyen sorozat példaul a,= —, és b,=——.

n

n

a
1157. Legyenc, = [b—”] sorozat, ahonnan a,=b,-c,,

és lima,=limb, limc,=0-1=0.
n®, ha n=2k n?, ha n=2k-1
—n, ha n=2k-1 " {—n, ha n=2k
ekkor egyik sorozatnak sincs hatarértéke.
n*, ha n=2%k ésb:{nz, ha n=2k-1
1, ha n=2k-1 " |1, ha n=2k
b) Igen. Tegyiik fel, hogy mindkét sorozat korlatos. Ekkor 3 olyan A4 és
B val6s szam, amelyre |a,|<A és |b,|<B Vn e N-re. Ebbdl vi-
szont az kovetkezik, hogy |a,-b,|=|a,|-|b,| <AB < oo, ami ellent-

1158. Nem. Pl. a,= {

1159. a) Nem. Pl an={

mondas.
1
2 — I = —
1160.Nem.P1.an={f’ Ea ”:i’; & b=in ha n=2k-1
» A n=ck= 1, ha n=2%k

igy egyik sorozatnak sincs hatarértéke.

1
1161. Nem. Pl. a,=—5 és b,=—, igy a hanyadossorozatnak hatarértéke — oc.
n

n’—1 2n—1 n—1| 2n-1
1162. q) (an+ bn) = = + =
n n*+1 n n’+1
n4+2n2 n 1
4 2 4 2 — ——— -
B n—1+2n—n=n+2n—n—1= n’ ot ow
2 2 1
n(n +1> n(n +1> 14—
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A szamlédloban és a nevezdben tagonként véve a hatarértéket, vila-
gos, hogy a nevezd 1-hez, a szamlal6 n-nel + oo-hez tart.

b) (a, b)) n—1\2n -1
a = =
men n n’+1
1
W=1(21-1) 2n—-1 n*—1 Nt
Coon \n+1] on on?+1 n 1
1+ —
n2

Az els6 tényezd 2-hoz, a méasodik szamlaldja és nevezdje is 1-hez tart,
ezért lima,b,=2- 1~ 2.
1 1 1
1163. a—n= at(1=1)d = nd+a—d
Mivel a nevezd magasabb fokd, mint a szamlald, ezért a hatarérték nulla.
1164. Hasznaljuk fel a szamtani sorozatra és a hatarértékre ismert Osszefiig-

géseket.

a, a+(n-1)d 2 d
7=7=7+d_7
n n n n

p . Tehat a, =2 és d=>5.
lim — = lim
n

2 d ]
—+d—-—|=d=5
n n
n 5n*  3n
Sn=5[2+(n— 1)5]27—7
1165. Ha0 < | q | <1, akkor a tagok abszolutértéke szigorian monoton csok-
ken, igy
S =a+aq+..+a,q" " '>a+aq, han>2,és a#0.Ezért
|b,|=|8+ S+ .8, |>n-a,+a,q(n—1)=n(a+a,q) —aq. Ez a sorozat
viszont nem korlatos, tehat nem is konvergens, ha a,#0 és 0 < |g|<1.
1166. Tudjuk, hogy a,— b,=a,— b+ (n—1)(d,— d,), ahol d, az a,, d,, a b,
sorozat differencidjat jeloli. Ez a sorozat viszont nem korlatos, tehédt nem is
konvergens, ha (d, az a,, d,, )0. Ha tehat konvergens, akkor d, az a,, d,,, a két
sorozat differencidja egyenld. Ekkor viszont a hatarértéke a,— b, ami csak ak-
kor nulla, ha a két sorozat els6 eleme is egyenld. Tehdt a két szamtani sorozat
minden eleme megegyezik.
1167. Hasznaljuk fel a szamtani sorozatra ismert Osszefiiggéseket.
n
S, 3[2”14'(”_1)61] n*d+n(2a,—d) o
— = = 5 . Ennek hatéarér-
no (a+(n=1)d) 2|(n—1) d*+2a,(n—1)d +a;

a

d 1
téke a legmagasabb foku tagok hanyadosa, tehat by =2, =d= T
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n

s, S l2a+(n-1dl 4 d '

1168. — = =n> +a,— 5 Ez a sorozat viszont nem
n n

korlétos, tehat nem is konvergens, had =0. = d=0 = a,=2.
1169. Hasznaljuk fel a szamtani sorozatra ismert osszefiiggéseket.

) a, a+(n-1)d, .
Tudjuk, hogy — =————"—,ahol d, aza,, d,, a b, sorozat differenciajat
b, b+(n-1)d,
jeloli.
n
d, s, Fat(n=0d] 442, -4,
Ennek hatarértéke —=3. — = = ennek
d, R, n nd,+ 2b,—d,
7 2+ (n=1)dy]
d
hatarértéke —1, ami a feltétel szerint 3.
2
2
1170. a) lim P 0. A sorozat minden tagja pozitiv, ezért elég a
2 1
T < 100 egyenl6tlenséget megoldani, = n + 1 > 200, n > 199
mar jo.
3
_2m+3  2F _
b) lim = lim = —, mivel a szamlaléban és a nevez6ben
3n-5 5 3
3 -
n
is a masodik tag nulldhoz tart. Az € = 0,01-hez tartoz6 kiiszobindex
hatéroza 2n+3 2 0.01 6n+9—o6n+ 10
meghatdrozasa: -—1<0,01 = =
& -5 3 3(3n-5)
=‘ 9 1 < 0,01. A tort biztosan pozitiv, ha n > 15, ezért csak azt
" —

kell nézni, hol lesz =15 <0,01. Megoldas: n = 213.
i —
n—3 . n—3 . 1

= lim = lim
n*+2n—15 (n=3)(n+5) (n+5)
Az & = 0,01-hez tartozé kiiszobindex meghatarozasa: A tort biztosan

1
p— <0,01. Megoldas:

c) lim

pozitiv, ezért csak azt kell nézni, hol lesz

n=95.

d) lim = 0, mivel a nevezd magasabb foku, mint a szdm-
5-2n+n

1al6. Az € = 0,01-hez tartozo6 kiiszobindex meghatarozasa:

2



Sorozat hatarértéke 283

n
<0,01.-0,01 < —— < 0,01. A nevez?d felir-

1—n
5—2n+n?

5—-2n+n®

haté

(n+ 1)2 + 4] alakban, ami mindig pozitiv, ezért az egyenlGtlen-

séget végig lehet vele szorozni. —n*+2n—5<100—100n <n*—2n+5.
Mivel (100 — 100n) < 0, ha n > 1, igy csak a bal oldali egyenlGtlen-
séget kell megoldani. 0 <n*— 1021 + 105 < n <1 vagy n > 101.
Megoldas tehat: n = 101.
1171. Az aldbbi feladatokban a nevezd legmagasabb fokt hatvanyéval leoszt-
va jutunk eredményre. Ha a nevezd a magasabb foku, a hatarérték nulla, ha a
szamlalo, akkor a hatarérték a f6egyiitthatok hanyadosaval megegyezd elgjellel
+ oo vagy — oo, mig ha megegyeztek a fokszamok, akkor a hatarérték a féegyiitt-
hat6k hanyadosa.

a) lim =0, mert a nevez$ a magasabb foku.
3 —5n?
. n*=Tn+3 1_7;4_3? 1
b)hrn22 3 Szhm 1 =2
mrn e 243——5—
n n2
¢) Hasonldan leosztva a nevezd legmagasabb hatvanyéval
i 1-n 1
im =——.
n*+n’—2n+5 9
) i 2+ 12 2
im =—.
3n*—n*-5n—-1 3
e) Mivel n>0, helyes a kovetkez$ atalakitas:
. 2n+3 . 2n+3
lim = lim =2
/n? 1
wS nfl+5—
n?
1/nz+1 Z/nz—l n2+1—2<n2—1)
f) lim - = lim =
Jni—1 [+ -1
i -n*+3
=lim ————=-1.

f 1
n*[1—-—
n

1172. A kovetkez6 példaknal el6szor az Osszegeket zart alakra kell hozni.

e 2n’+3 _ 1 2n’+3 _ 4n2+6_
@) lim 14+2+3+..4n m n(n+1) - n’+n B

2
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2+2n
b i 2+4+...+2n_1. S . n2+n_+
) lim 3n—35 STy, s Ty, s T
)i n’—2n*+3 y n’—2n*+3 6
c) lim = lim =0.
P+2°+ 3+ .. +n’ n(n+1)2n+1)
6

1 1+20 243034+ o +nln . (n+1)1-1

d) lim =lim ——F——=
(n+1)! (n+1)!
lim |1 !
=]lim - | =
(n+1)!

1173. Ezeknél a feladatoknal a szamlal6 vagy a nevezd, esetleg mindkettd
gyoktelenitése segit.

(n+1)—n 1 )
= + — = = 5 t -
W =t Lo e e et asoro

zat hatarértéke nulla.

1/112+11—1 +n
b) 1im<‘/n2+n— 1 —n>=lim—=

n’+n—1-n?

c) Lasd b).

d) an=/n2+n_1 _/nz_n+1 _ /n2+n—1 +1/7l2—n+1 _
(P +n—1)=(n’=n+1)

/n2+n—1 +/n2—n+1
2n—2 '
Az n-nel tagonként elosztva, a hatarérték 1.
e) Itt elég azt mondani, hogy n-nel tagonként elosztva a szamlalot €s a
nevezOt is, a hatarérték nulla.
; o1 —fn-1 ((n+)=(n=1)/n+1+/n)
an = = =
n+1—/n <‘/n+1+‘/n—1>(n+l—n)
2( n+1+/n
= . Itt ,/n -et kiemelve a szamlalobol €s a neve-

<1/m+ n—1>

z6bdl adodik, hogy a hatarérték 2.

~—
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1174. Tetszbleges € > 0 szamhoz 1étezik olyan N, kiiszobindex, hogy az annal
nagyobb indext elemek az A hatarérték koriil az (4 — €; 4 + €) intervallumba
esnek, tehat legfeljebb N, darab elem van azon kiviil. Ez véges sok elem (valds
szam), hozzavéve az (A — €) és az (A + €) szamokat még mindig véges, tehat
van kozottiik legkisebb és legnagyobb. Ezek megfelelnek alsé és felsd korlat-
nak. Az allitds megforditasa nem igaz, pl. a, = cos (n 7).

1175. Tegyiik fel, hogy az a, sorozat szigordan monoton nd. Tekintsiik a so-
rozat legkisebb fels6 korlatjat (a felsd hatérat), jelolje H. Bizonyitando, hogy van
olyan 4 szdm, hogy minden € > 0 szdmhoz taldlhat6 kiiszobindex, amely uténi
elemek mar az (4 — €; A + €) intervallumba esnek. Vizsgaljuk az [a,; H] inter-
vallumot. A feltételek szerint a sorozat valamennyi eleme ebbe az intervallumba
esik. Ha [a,; H] hossza kisebb &-nal, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor néz-
ziik az [a,; H] intervallumot. A monotonitas miatt [a,; H] D [a,; H], és ha ennek
hossza kisebb &-nal, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor nézziik az [a;; H] in-
tervallumot, ami része az el6z0 intervallumnak... Az eljarast folytatva egymés-
ba skatulydzott intervallumsorozatot kapunk, ekkor ugyanis a Cantor-axibma
szerint van olyan A szdm, amely minden intervallumnak pontja. Csak azt kell
igazolni, hogy az intervallum hossza 0-hoz tart, mert akkor egyetlen ilyen szdm
van, és ez lesz a hatarérték. A bizonyitést indirekt mdédon végezziik. Tegytik fel,
hogy van olyan minden 6 >0 szam, amelynél minden intervallum hossza na-
gyobb, tehat az [ A — &; A] intervallumba egyetlen elem sem esik. Ekkor 4 nem
lehetett a legkisebb felsd korlat. Ezzel ellentmondasra jutottunk, és kész.
1176. Mivel konvergens a sorozat, ezért korlatos, tehat van 4 alsé és F felsd
F-A

A; A+ in-

hatéra. Tegyiik fel, hogy egyik sem eleme a sorozatnak. Az

tervallumban tehat végtelen sok elem van, kiilénben véges sok elem koziil kiva-
laszthatd lenne a legkisebb, ami j6 lenne als6 hatarnak is, €s eleme a sorozat-
nak. Vélasszunk az intervallum elemei koziil egyet. Azutén egy ett6l kiillonbo-

A; A+

z0t a intervallumbdl stb... Ezzel egy olyan részsorozatot defi-

nidltunk, aminek a hatarértéke 4. Hasonlé gondolatmenettel és eljarassal defi-
iy
4 b

nidlhatunk egy olyan sorozatot is, ami F-hez tart, csak most az

intervallumbdl kell kiindulni. Egy konvergens sorozatnak viszont nem lehet két
kiilonboz6 torlddasi pontja, itt pedig ha 4 # F, akkor a két részsorozatnak
nincs is kozos eleme, mert az intervallumoknak nincs k6z0s pontja. Ellentmon-
désra jutottunk, tehat az eredeti allitas igaz. (4 = F esetén minden elem egyen-
16, és megegyezik a hatarokkal.)

1
Az als6 hatdr eleme a sorozatnak: a,=——.
n
1
A felsd hatar eleme a sorozatnak: b, = —.
n

nl

Mindkét hatar eleme a sorozatnak: ¢, = (—1) —.
n
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1177. Jeloljiik az a,, sorozat egy alsé korlatjat 4 -lal, egy fels6 korlatjat F-lal.
Az [A; F)] intervallumot a K, felez8pontja két olyan részre bontja, amelyek ko-
ziil legaldbb az egyikben a sorozatnak végtelen sok eleme van. Vélasszuk ki azt
a részintervallumot, és onnan egy elemet. Ez lesz a konvergens b, sorozat els§
eleme. Feltehetd, hogy mondjuk az [ 4,; K] intervallumba esik végtelen sok
elem. Mivel b, el6tt az a, sorozatnak csak véges sok eleme van, ezért ezeket el-
hagyva még mindig végtelen sok eleme van az a, sorozatnak az [ 4,; K] inter-
vallumban. Legyen most A, = A, és F; = K|, . Ismételjiik meg az el6z6eket most
az [ A; F,] intervallumra, igy kapjuk b,-t, és egy 4j [ A,; F,] intervallumot stb.
Ezzel elallitottunk egy sorozatot, amely barmely elemérdl tudjuk, hogy
A, <b,,,=F,, és az intervallumok egymdsba vannak skatulydzva, hosszuk
0-hoz tart, mivel minden lépésben felezodik. Egyetlen szam van tehat, amit
minden intervallum tartalmaz, ez a b, sorozat hatarértéke. Es ez valoban j6 is,
mert minden € > 0 szdmhoz taldlhat6 kiiszobindex, amelynél nagyobb indext
intervallumok hossza pl. kisebb &-ndl, és ezért az ezekbe az intervallumokba
esd elemek benne vannak a hatarérték € sugart kornyezetében.
1178. a) A sorozat minden tagja pozitiv, tehat alulrél korlatos.
2"t 5 [2T 5 2) 5 ,
a=——=2|=| +—<2-|=|+—==3, tehat felulrdl is
" 3n 3 3n 3 3
korlatos. A sorozat szigorian monoton csokken, mert az Osszeg
mindkét tagja csokken, ha n n6.

2"+ 5 !

5
+ lim; = (0. Ebbdl kovetkezik, hogy a

sorozatnak egy torldddsi pontja van.
3n+1 + (_ 1)n

T

zat. A sorozat nem monoton, hiszen minden paros indexii elem na-

gyobb 3-ndl, minden pératlan indext pedig kisebb, mint 3.

ey
hm#=hm 3+

b) a =3+

n

—3] = 2 <a,<4, tehat korlatos soro-

n

! =341
g = 1m

n

! =3+0=3
3| = =

. Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozatnak egy torl6dasi pontja van.

snrt s SYIS)[5)(5)([S5)(5) (5 5 5°
= =5/—'-'—!1—!1—0101—101|— —...|— < _
o a=— 213415 e ) 7)) " 2s
hiszen a tobbi tényezd kisebb 1-nél. Mivel minden tag pozitiv, igy a

sorozat korlatos. A sorozat monoton csokken, mert ha n-r6l (n + 1)-
re 1épiink, mindig 1-nél kisebb szdmmal szorzunk.
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w5 ) 1) )

-5

n
55
<— lim [—] =0, a hatarérték viszont csak nemnegativ szam le-

24 6
n+1
het, tehat lim = 0. Egy torlodasi pont van.
n.
4 _n+2+ 2 _n-|-2+2 1n_1+1+2 0 A
) a,= 2n (—1)”_ 2n ( )_2 n (=1)- Aso-
3

— in-

rozat korlatos, mert minden tagja biztosan benne van a > ;3

tervallumban. Nem monoton, minden tagja ellenkezd el&jeld, mint

P

1
az el6z6. (n > 2) Mivel — nullahoz tart, ezért két torlédasi pontja
n

van, a ) és az 5 Hatarértéke nincs.

e) Osszunk le a szamldl6ban és a nevezSben tagonként 4"-nel!

1 (2Y
on-1 2 |4

a,= = < 1, mert a szamlalo kisebb, mint 1, a ne-
n n n+1 n
3"+ 4 3

4

vezG nagyobb, mint 1.Tehédt a sorozat korlatos. Kénnyen lathato,
hogy szigortan monoton fogy, hatarértéke 0, egy torlédasi pontja
van.

f) Osszunk le a szamlaloban €s a nevez&ben tagonként n-nel!

+4

2
n+2(-1r 1+ ED—
= L Azonnal lathat6, hogy a soro-

2= (-1

41t

an

1
zatnak van hatarértéke, ami ER tehat akkor korlatos is. Nem mo-
noton.
n+1 1 .
g) a,=1+(-1)'——=(-1)"+1+ (—1)" —. Mivel az utols6 tag 0-
n n

hoz tart, ezért két torlddasi pontja van , a 0 és a 2. Hatarértéke nincs,
de korlatos, egyszerti durva becsléssel —1 és 3 kozott van minden
elem.
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Mértani sorozat hatarértéke

1179. Ha lg| <1, akkor az a, =a -q" (n € N*) mértani sorozat konvergens.
Igy konvergens sorozatokat kapunk az i), j), k), 1), m), q), r) esetekben. Az (i)
sorozat hatarértéke 1, a tobbi 0-hoz tart.
q"-1 1-q" 1 1
1180.s,= ——=——_Mivel¢" — 0,igys, — ——. | Tehat S=——|.
g-1 1-¢q I-¢q I-q

1181. Az 1+qg+q*+ ... +q¢" — Osszefiiggést alkalmazzuk.

A=—=2
a) i ;
2
1
b) B=10 — =20;
1——
2
1
C)C=18'—1=27,
1——
3
1
d)D——4 712—5,
1——
5
1
e)E=—6 =—4;
1
1—|——
2
HF=—4 =3
1—|——
3
1 4
g G=2 =—,

Alkalmazhatunk speciélis megoldasi modszereket is.

Pl 1G 1+1 1+ +2 1n_1+ i 1G G-2
-~ G= 7 o gy -5 G = ,

2

. G 4
S mnen = 3 .
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1182. S=a+aq+aqg’*+..taq"+..=a(l+q+q¢*+..+q"+..)=
1
T .
S=5 b3S b S 20 d) S 20
a) - ) - 7 H C) - 9 > ) - 11 .
1183. A megoldasokban felhasznalhatjuk, hogy konvergens sorokat tetszole-

gesen atrendezve 0sszegiik nem valtozik meg.
1 ] 4

=a

Ag) = ;A=
a) A(q) T~ 273
b) A B(q) 6sszeget mértani sorok dsszegeként allitjuk els: v

B@)=(1+q+¢+...+q¢ "' +. )+ @+¢+¢+...+q¢ "'+ ..)+

1 q
+ @+ + AT L)+ B(g)=—+—+
@ +aq +q q ) + ..., innen B(q) =g T1-g
2 n—1 1
TR T ——(1+g+g’+. g ) =
1—g¢q 1—q 1-
1) (1) 9
= ,B—z—
1-¢q 3|4
1 2
c)C(q)=3+6q+9¢*+ ... +3ng" '+ ... =3B(q) = 3[1—] ;
-q
1) 75
5] 16°
2
d)D(@)=Bq)+4(l+qg+¢* +...+q" "+ ...)= S P S
q) =B(q q+q +..+q )= 14 1_q—
(1 4-49  5-4q 1) 28
l=q] -9 -9 | 2} 9
)E@Q=(01+qg+q+...+¢"'+.)+2q+7+q +...+¢" '+..)=
=(1+g+@+...+¢ "' +.)+2q+@+q¢"+...+q¢" 7+ ..)=
B SEPSE W 1. S .
I-¢ 1-¢° 1-¢2 |2 .
f) Az altalanos tagot parcidlis tortek 0sszegeként allitjuk el
1 _1 1 ) 1 N 1 N 1 - 1
nm+l) n o+l 12723 34T )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
=t ———t——— —= =—- = .
1 2n2 3 3 4 n n+l 1 n+1 n+1
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1 1 1 1
D on+3)n+s 2 |m+3 mss| @
1 1 1 1
+ + +..+ =
57 79 911 @n +3)-(2n +5)

1(1 1 1 1 1 1 1 1
=—|-—-= o=t ———+ ..+ - =
2105 7°7 9 9 11 n+3 2m+5
B 1 (1 1 B 1 2n B n 1
T2 |5 2m+5) 2 |5@n+5)| 1m+25  10°

1 A B C
=— azonossagbol

h = —+——+
)n»(n+1)-(n+2) n n+l n+2

n*(A+B+C)+n(BA+2B+C)+24 = 1, innenAz%, B=-1,
1 (1 2 1

n-(n+1)~(n+2):2'[n n+l n+2
o 1 1 1 1 1
alakba irhatjuk. 1-2-3+2-3-4+3-4~5+m+nv(n+1)-(n+2) =5
r 2 1 1 2 1 1 2 1 12 1

—tot ot —— ot —— +
1 2 3 2 3 4 3 4 5 n n+l n+2

1
C= > Az altalanos tagot

1
. (A kozbiilst tagok kiesnek.) Innen H = T

+
2 n+l n+2
1184. Ha a kezdetben beirt természetes szamot k-val jeloljik, akkor az n.

k
osztas utan kapott szam J . Ez a mértani sorozat — bar minden tagja pozitiv

— 0-hoz tart. Minden szdmoldgép szdmabréizolasanak van egy pontossagi hatd-
ra, mely kb. a legkisebb (abszolutértéki) abrazolhat6 szammal egyezik meg. Az
utolsé osztas utan az tortént, hogy az eredményiil kapott szam kisebb lett, mint
a szamologép altal abrazolni tudott legkisebb szam, ezért a gép a kapott ered-
ményt 0-nak értelmezte, s ezt is irta ki. (A jelenség neve alulcsordulas.)

1185. Mindhirom esetben 0-hoz tarté mértani sorozatot kapunk, el6bb vagy

utobb 0 lesz a kiirt szdm.
1186. A tizedes tortek periodikusan ismétl6d6 részét mértani sornak is te-

kinthetjik.

S A L S
@)a=04=70%"700 T 1000 T T o T
4 11 1 41
= [+ttt —F .= =—
10 10 100 10" 10 1 "9

1-———
10

Technikailag egyszer(i az ismétl6do szakaszt ,.eltlintetd” eljaras:
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Ha a = 0,4, akkor 10a = 4,4; a kettd kiilonbségébdl 9a = 4, innen

4
a= 9
b)b=5+ 1Y
)b=5+g ="
_Oéé_ 39+ 39 +39+ +39+ =
9 e=039=900 T 10000 T8 T T 1m0
39 1 1 1 39 1
=—— [14+—+ +..+ to|=re ——— =
100 100 10 000 10 100 1
100
39 13
S99 337 N
Vagy: ¢ = 0,39, 100c = 39,39, innen kivonds utdn 99¢ = 39 stb.
Dde—12 13 409
)d= 33 33
P P 157
e) Hax = 0,157, akkor 1000x = 157,157, s innen 999x = 157, x = 999 °
Tehate=x+2= 2155
ehate =x =999
_43+ 1 388 194
DI=30" 9090 = a5 -
123 45 12222 1358
99=""1 = = :
100~ 9900 9900 1100
h) h = 0,12345, 1000k = 123,45345, 999h = 123,33,
12333 4111
© 99900 33300
1 1 1
1187. Elsé megoldds: Az r sugari félkor hosszarr. Azr =1, PR ér-
T T T 1 1 1
tékek behelyettesitésével kapott 7T+7+I+§+... =r(l+—+—+—-+

végtelen sor Osszege 27.

Madsodik megoldds: Kicsinyitsiik felére az abrat! Ekkor
az AB iv megfeleltethets a BC ivnek; a BC iv megfelel
a CD ivnek stb. Az eredeti gorbe az AB félkorivvel
hosszabb, mint a kicsinyitett. Ha a gorbe kezdeti

x
hossza x volt, akkor a kicsinyitett gérbe hossza bR in-

X
nen x=—+m, x =2m.

1188. Egyik eredmény sem jo. A sor nem konvergens, igy nincs 0sszege.
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3
1189. A nem szinezett teriilet nagysaga az elsd 1épésben 72 masodik 1épés
2 3

utin [Z] , @ harmadik 1épés utan [Z] €s igy tovabb. A mértani sorozat 0-hoz

tart, tehat a beszinezett teriilet nagysaga tetsz6legesen megkozeliti az 1-et.

1190. Els6 megoldds: A piros haromszogek teriiletének osszege

1+1+1+ +1+—1 S i triaokok miatt i
4 16 64 A e — 4 1 = 3,ss21mme I1a0KOK miatt enny1

4
a sarga €s kék haromszogek teriiletosszege is.

Masodik megoldds: Az n. 1épés utan a szinezetlen haromszog teriiletének nagy-

n
saga {?] , ami 0-hoz tart. Igy a szinezett haromszogek Osszteriilete 1-hez tart,

1
s innen egy-egy szin g-nyi teriiletet fed le.

1191.
X X 1 3nx
A keriiletek 0sszege k=3 |x+ —+—+...| = 3x- =
n p? 1 n—1
1 N
n
2 2
3 X X 3 1
A teriiletek 0Osszege t=-"—— |x*+|—| +|—| +..|= sz- =
4 n n? 4 . 1
I’l2
: ‘/5 x*n?
4m*—1)
1192. Az okoskodas alapjan a tekn&sbéka altal megtett tt
1 1 1 1
b=—+—+—+ ..+ — + ..., Akhilleusz megtett atja pedi
1212 12} 12" & Japedis
1+1+1+1++ + ... A mértani sorok k k i
a= — +——+——+.. +— + ... Amértani sorok konvergensek, vagyis
12122 12} 12" & &
az a probléma, hogy Zenon mindkét futé utjat csak egy korlatozott, véges (id6-
1 2
¢s ut-) intervallumon vizsgélja. A két dsszeg értéke: b = o’ a= o~ 1+ b;

vagyis éppen a talalkozasi pont a végtelen sorok hatdrértéke. Zenon vizsgélatd-
ban soha nem jutnak el a futék a talalkozasi pontig. (Az 6korban még nem is-
merték a végtelen sorokra vonatkozé miiveleti szabalyokat.)
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1193. A feladatokndl a nevezd legmagasabb foku tagjaval kell leosztani.
(1 egyiitthatéval!)

1194.

5 7
S5x+7 )
a) lim = lim -~ X~ =,
X —00 x—7x2 X — o0 1
—=1
X
A5+ 3= TS 3
b) lim = lim =——;
X —00 x—5x2 X — o0 4
—=5
X
)0 2t — TP+ 3% — Sx+ 7
¢) lim =—12;
x—00 4y — 5x*—x*
7 1 2
(3x2—5x+7)<x2+x—2) [3_;+; 1+;_;] 3
d) lim ; = lim 5 5 :Z;
xew  (4—5) (x —5x> x o0 [4__] [1__2]
X X
)0 8?—5x+7
e) lim ————— =0;
veo AP x?
. 5Jr 7
=%+ T x  x* 1
f) lim =lim =—;
Yoo 4x Yo 4 4
4
g) Ez a fiiggvény nincs is értelmezve, ha x = 5
2 15+13
2%~ 15x + 13 X L2 3
a) lim ﬁzlim x3x—x:0,
X——00 X — X X——00 __1
X
b i 2%+ 2x+7 1
im —=—;
v dx*—x+9 2
¢) lim (sinx —x)=— oo;
x| J14 222
o tim AT YT e 3 mert x|
im ———— = lim =—-3, mert |x|=—x
e 3x—1 P 3x—1 ’ ’

hax <0;



294 Az egyvaltozos valés fliggvények analizisének elemei

e) lim (/x2+8x+3—/x2+4x+7>=
. (x4 8 +3) = (x*+ 4x+7) _
e (/x2+8x+3 +/x2+4x+7>

. dx—4
=lim =
S (/x2+8x+3 +/x2+4x+7>

4__
o X _nA__
= lim ( 1)2 2.

reme | x| 8 3 47
1+—+—+ [1+—+—

X x2 X x2
1195. a) A figgvény folytonos x = 0-ban, ezért hatarértéke megegyezik a he-

. . 2x-5 5
lyettesitési értékkel. lim =——;

x-0 X+ 06 6’
2
2

b) lim ~lim (x— 2) = 2;

x—0 X X=0

li x =0
) xl—r»% x+1

. - x—17 . .
d) lim ———=lim ——— a tort szdmlal6ja —7-hez, a nevezdje 0-

x-0 S5x°—x x-0 Sx“—x
hoz tart, ezért nincs hatarértéke. Jobb és bal oldali hatarértéke ta-
gabb értelemben van, €s az — oo, illetve + oo;

i x+4—2_1, x+d—4
! o * T Jx+4 2
o= 2x(x—1) 2
1196. a) lim = lim =lim —=2;
-1 xX0—=x? a1 x(x—1) a1 X
b)limﬂzlim(x_3)(x+l)= L N
-3 9—x2 -3 (3=x)(3+x) x-3| 3+x 3’
X —&+12  (x=2)(x—06)
¢) lim 5 = lim =2;
x-2 x"—6x+ 8 x—2 (x—2)(x—4)
X+ T+10  (x+2)(x+5)
d) lim = lim =3;
-2 X2+ 5x+6  x-2 (x+2)(x+3)
x*—1 x—1)(x+1 2
6) ilil} =1 =£i£l} (x(— 1)()2§+x+)1) BER
- 16 x—2)(x+2)(x*+4
NG G Gt B

li =
f)xlil; x—2 x—2 x—2
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| 23 i [2<x2+x+1)—3(x+ 1)] ~
9) lm[l —x’ 1—x3]_ o (1 —x)(x+ 1)<x2+x+ 1)
[+ -] 1

=1 (1=x)(x+ 1)<x2+x+ 1) 2’

295

n_ x—1)(x" x4+ 1
h) lim = lim ( )< ) =n.
-1 x—1 x—1 x—1
. osin3x . 3sin3x . sin3x
1197. a) lim = lim =3 lim =3;
x—=0 X x—0 (3)() x—0 3x
sin5x 5 sin5x 5
b) lim =— =—
x—-0 3 3x.0 5x 3
. osinSx 5 sinSx 2 5
¢) lim — =lim —- C— =_=;
x—0Sin2x .92 Sx sin2x 2
_sinx _ sinx )
d) lim = lim —; =limcosx=1;
-0 tgx ¥—~0 SInXx x=0
CosXx
. tg3x . cosTx sin3x Tx 3 3
e) lim = lim . - ==
x—0tg7x x_ocos3x 3x sin7x 7 7
1—cosx l+cosx l-cosx _ sin’x

f lim = lim : = lim =

x—0 x-0 1+cosx b x-0 X 1+cosx
. sinx sin x

=lim —=
x-0 X 1+cosx

1 (x ctgx) = lim Teost

im = =1;

9) gx)=lim = ;

1) Hasonls heg - li 1—cosx sin® x 1 1
) Hasonléan f-hez : xl_l}g 2 xlmo 2 T1tcosx 2
)l Jsinx+4 — /4 —sinx (sinx+4)— (4 —sinx)
i) lim = =

x=0 x x*o x</51nx+4 +/4—smx>
2 sin x 1 2 1
x=0 X (/Sinx+4 +/4—sinx> Ja+/a 2
o Xx—a x+a
. sinx—sing _2sin cos—,
) lim = lim =
X—a X—a X—a X—da
. x—a
Sin x+a
=lim - COS =cosa
X—a X—a 2

2
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t
1198. limf=1(0) = - = ~6, tehdt 1= ~12.
0

1199. A fiiggvények képébdl kiindulva:
a) lim [x]=2;
x—3-0
b) lim [x]|=3;
x—3-0
x+1 1 N 1
5 5x

¢) lim = lim

x=0+0 SX  x-0+0
x+1

d) lim - oo

x—-0-0 X
) x4+ Tx+12 (x+4)(x+3)

e) lim ——=1lim ————~=

x==2-0 X*+5x+ 6 x--2-0 (x+2)(x+3)

=+ o0,

= lim |1+

x——=2-0

b

(x+2)

Do X2+ Tx+ 12
im ———————— = oo
x—=240 x’+5x+6
) x*=9 o (x=3)(x+3)
g) lim ——=lim ————~=
x==3-0 x>+ 6x+9 x--3-0 (x+ 3)2

=+ oo;

= lim [1—6

x——=3-0

. x*-9
h) lim ——=
1--3+0 X2+ 6x+ 9

x+3

. r - - 1‘ - 0@ @ =4 ;
) 10 P 5kt 6 x-2on (x=2)(x—3) -

1
) im ————=—
) =240 X>—5x+ 6

Folytonossag

1200. Akkor lesz folytonos, ha értelmezve van, l1étezik hatarértéke, és a ha-
tarérték megegyezik a pontbeli helyettesitési értékkel. Tehat:

a) folytonos;

b) nem folytonos;

¢) nem folytonos;

d) nem folytonos;

e) folytonos;

f) nem folytonos;

g) nem folytonos.
1201. Folytonos
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1202. g) Csak x = 0-ra van értelmezve. x = 3-nal nem folytonos, a masik két
helyen igen.
b) x = 2-nél folytonos, a masik két helyen nem.
¢) Mindkét pontban folytonos.
1203. a) Ez a fiiggvény sehol sem folytonos.
b) Ez a fliggvény csak x = 0-ban folytonos, sehol masutt.
1204. Akkor lesz folytonos, ha mindkét oldali hatarérték megegyezik a pont-
beli helyettesitési értékkel.
a) A bal oldali hatarérték 3-5 — 2 =13, ezért a helyettesitési érték is
ennyi kell legyen, ezért 5 +p =13, = p =8.

b)p=1;
c)p=3;
d)p=—-4
e)p=—6.

f) llyen p érték nincs, mert f(1) =3 =p — 1 = p =4, de ekkor f(3)=
=4 -3 =1, és ez nem egyezik meg a jobb oldali hatarértékkel, ami
9—-4=5.

1205. Nem, példdul f): = | 12 ¥ SR\
. Nem, példaul f(x) : = 1 ha xe Z.
1206. a =6.
1207. Atort szamlaldja az 5 helyen 0, ezérta = 6; b =4.
1208. a) Végtelen sok, amelyekre 5a + b =15 — 7 =8.

b) Végtelen sok, amelyekre Sa +b =25 - 15-2=38.

¢) Csak az (1; 2 ) szampar felel meg.

d) Csak az (1,5; 6,5 ) szampar felel meg.

e) Végtelen sok, amelyekre 3a — 3b = 5.

f) Csak a (—4; 2 ) szdmpar felel meg.

Differencialszamitas

1209. o =2.
43— 182+ 26r— 12, h 12
1210. f/(x)=|" axgll; 2]
0, ha xe([1; 2].
1211.a=1

1212. Csak a —1 helyen lehetne probléma, de ott sincs, mert a jobb és a bal
oldali derivélt egyenld (0).
1213. f'(1)=2.
1214. Aszorzat els6foku tagjanak az egyiitthat6jat kell meghatarozni, az lesz
a derivalt értéke. f(0) = 10!.
1215, 20+%) x| £1

. 12y (x| #1).
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1216.

1217.

1218.

1219.

1220.

1221.

1222.

1223.

1224.

1225.

1226.

1227.

1228.

1229.

1230.

Az egyvaltozés valds fliggvények analizisének elemei

20-2
(1—-x+x2)"
Btk AT
1-x°1+x* (xf#1).

12 — 6x — 602+ 203+ 5S¢t — 3°
1 -x?
A=0""[(p+aq)+(p—q)x]

(1+x)

xP7H (1 —x)?! i
W[p_(q+l)x—(p+q—1)x ] (xi—l).

(x#1).

g+1

Jiex?

6 + 3x + &2+ 4’ + 2t + 33

J2+273G + )

n—m)—(m+mx

(n+m)~n+m (1 —x)"(l +x)m ’

a2
5 (xl<lal).
(@=x7),

(xaé 3/3)

2x? 1+x°
1—x°{ 1—-x°
1

(x| #1).

—
2N
1T+x )2

L+2 x+4/}/ﬁ (x > 0).
81/;/3“‘1/; x+/x+1/;
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1 1 1
1231. —- X (x#0, x #—1, x# =8).
27 2

3/x2(1 +3/0? 3/(1 +W>

1232. -2 cosx(1 + 2 sinx).

1233. x*sinx.

1234. — sin 2x - cos (cos 2x).

1235. nsin" 'x-cos (n + 1)x.

1236. cosx - cos (sinx) - cos [sin (sin x)].
2 sin x(cos x sin x> — x sin x cos x*)

1237. - (x2 Fkr; k=1,2,..).
sin? x?
1+ cos’x
1238. ————— (x#km; k=0; £1, £2,...).
2 sin’x
nsinx 2k —1
1239. X 7, k egész|.
cos" 1y 2
2
1240.

(cosx +xsinx)>’

1241. (x #km; k=0; £1, £2, ...).

sin® x

b
1242. 1 +tg°x [x;ﬁ 2k +1) > k=0,%+1,..

8
1243. ——————————— (x # kn, k egész).
3sin*x3/ctgx
Erinték
1244. Az x ax’ — 6x derivaltjanak a zérushelyei: J_rﬁ , € helyeken adodik a
keresett érintd. E1</5; —4 ﬁ), Ez(—ﬁ; 4/5)
1
1245. Elsé megoldds: Az érinték egyenletét y + i m(x + 1) alakban keres-

1
siik. Feladatunknak olyan m felel meg, amely esetén az x>+ 7 =mx+1)
egyenlet diszkriminansa 0. D = m? + 4m — 1 = 0, itt a két gyok szorzata —1, te-
hat az m, és az m, irdnytangenst egyenes merSleges egymadsra.

1 1
Madsodik megoldds: Mivel a parabola paramétere p = bR ezért a [—1; - 4]

pont illeszkedik a direktrixre. Tudjuk viszont geometridbdl, hogy a direktrix
barmely pontjabol a paraboldhoz huzott érint6k merdlegesek egymadsra.
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1246. A r helyen vett érintd iranytangense —77%, az egyenlet: y = m° — 7.
1247. P(0; 3); az érint6: y = 2x + 3.
1248. Az adott egyenes nem lehet érintd, mert illeszkedik a P(0; 3) pontra,
ami a parabola belsd tartomanyéaban van. Ezért az éllitds igaz.

32./3

1249, g= -4~
¢ 3

1250. Figyeljik meg a feladat megoldasa el6tt: P(1, 3) a parabolan beliili,
P(3; 3) a parabolan kiviili sikrészben van, P(—2;5) pedig rajta van a gérbén, s
ebbdl mér kovetkezik is a P ponton dtmend érint6k szdma.

Nincs ilyen érint6;

a) akét érints:y = (6 + /28 ) x — 15— 6,/28;
y=(6-/28)x—15+6,28;

b) az érint6: y = —4x — 3.
1251. Két érint6 halad at P-n, ha az a parabolan kiviili sikrészben van, vagyis
hap*+ 1 > g, ahol p* + 1 a p abszcisszaja parabolapont ordinat4ja. Hasonléan:
1 érintd adédik, ha p*+ 1+#¢q. A feladatnak nincs megoldasa, ha p*+ 1 <gq.
1252. Az el6z6knél valamivel nehezebb feladat. Minthogy a keresett érintd
atmegy az (1; 1) ponton, egyenlete y = mx + (1 — m) alakba irhat6, ahol m az
iranytangens. Ez az egyenes m olyan értéke esetén érinti azy =x° gorbét, amely
mellett az egyenes és a gorbe egyenletébdl alkotott egyenletrendszernek az
(1; 1) szamparon kiviil csak egy megoldasa van.
Oldjuk meg az
y=x,
y=mx+(1-m)
egyenletrendszert, ha x # 1. Az 0sszehasonlité mddszer alkalmazasa és megfe-
lel6 csoportositas utan az
¥—1=m@x-1)
egyenlethez jutunk, amely az x — 1 #0 kifejezéssel vald osztas utan egyszeri
masodfoku egyenletet ad:
¥ +x+(1-m)=0.
Ennek az egyenletnek akkor, és csak akkor van egy megoldasa, ha diszkrimi-
nansa nulla:

3
D=1-4(1-m)=4m-3; D=0, ha m=—

1
, . 1
Eszerint a keresett érint6 egyenlete: y = 7* + T
1253. a) -3, 4.
b) -1,1

1254.a0=1,b=0,c=1.
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1255. (cos’*x + sin 2x)’ = — sin 2x + 2 cos 2x,
(=5 +2x+1) = —10x + 2,
és az x = 0 helyen mindkét derivalt értéke 2. EbbdI csak az kovetkezik, hogy a
két gorbe megfeleld érintdje parhuzamos. Mivel azonban az x = 0 helyen mind-
két fliggvény értéke 1, azért a két érint6 azonos, vagyis az adott gérbék valoban
érintik egymast az £(0, 1) pontban.
1256. a) 9,5°%
b) 54,7°
c) 40,9°.
1257. 80,5° 90°.
1258. Elsé megoldis:
1. A metszéspontok meghatarozasa:
4y +1)=—16(y —4); 5y =15;y =3;x* = 16; x = +4.
Tehat az adott gorbék az A(4; 3) és a B(— 4; 3) pontban metszik egy-
mast. Mindkét gorbe az y tengelyre szimmetrikus parabola, ezért elég
az A ponttal foglalkozni.
2. Az érintSk irdnytangensének kiszdmitdsa:

L e 1y ! 4)=2
y=- % ,y—zx,y()— .
_ 1 2+4 r 1 r4_ 1
y=—gX te Y= Sx,y()— 7

3. Most az érintdk és az x tengely szogének a meghatéarozasa kovetkez-
nék, jelen esetben azonban ez f6losleges, mert a merdlegesség megéalla-

pithaté azm, -m,= =2- [— 5J = — 1 egyenlGség teljesiilésébdl.

Masodik megoldds:

Mindkét parabola tengelye az x tengely, és mindkettd fokusza az origd. Ismert
geometriai tétel, hogy azonos tengelyli és fokuszi parabolak ha metszik egy-
mast, akkor azt merSlegesen teszik.

1259. a =+ /3.

Szélséérték
1260. Legyen az egyik részx, a masiky = 8 —x.

4_x+
a) 4= >

fenn, hax =y =4.

x+y x2+y? .,
b) 4= 5 < > = x"+y“=> 32, és egyenlOség akkor, és csak ak-

kor all fenn, hax =y =4.

c)x* —y*=x*— (8 —x)*=16(x —4). Ez linedris fiiggvény, szélsGértéke
nincs a pozitiv szamok halmazan.

d) X +y'=x"+ (8 —x)*=8(64 — 24x + 3x?). Ez masodfoki fiiggvény,
sz€ls6értéke x = 4-nél van, és ez minimumhely.

Y = Jxy = xy<16, és egyenldség akkor és csak akkor 4ll
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1261. Legyen x=sina , ésy =cos a. Ekkor a kovetkez6 atalakitidsokat te-
hetjik: ami 1/, és 1 kozé esik.

. . ab -sina . .
1262. Induljunk kia 7'= — teriiletképletbdl. Latszik, hogy legkisebb
teriiletd nincs, legnagyobb teriiletd van, a derékszogli haromszog.
1263. A keriilet akkor maximalis, ha a befogdk 0sszege maximalis, mivel az
atfogo éallando. Tehat mindkét kérdésre ugyanaz a valasz.

2 2 2
fenn, hax=y = 10ﬁcm.
1264. Jeloljik x-szel és y-nal a téglalap oldalainak hosszat, legyen a a harom-
sz0g x-et tartalmazo oldala, m a hozza tartoz6 magassag. A hasonldsdg miatt
X m-y y

m
= — L =1-"_EbbSl y=m — —x.
a m m a

x+y _ [xPy? 20 . y . )
< = |—— =10/2 cm, és egyenlGség akkor €s csak akkor all

A téglalap teriiletét most mar eldallithatjuk x fiiggvényeként:

- mo|_m 2
T(x)—x[m—;x}—; (ax—x ),

a
ennek a masodfoku fliggvénynek akkor van maximuma, hax = > vagyis a tég-

lalap egyik oldala a haromszognek kozépvonala. Erdemes megfigyelni, hogy 4l-
taldnos haromszog esetében a 3 kdzépvonal mas-mas alaku téglalapot szolgél-
tat, teriiletitk azonban ugyanakkora: a hdromszog teriiletének a fele.
K x+
1265. Legyen a téglalap két oldala x és y. Mivel VR Y = Jxy =
K
=ﬁ =>K=4 ﬁ , és egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, hax =y =T

1266. Jeloljiik a téglalap oldalait x-szel és y-nal! A keresett teriilet ekkor

T=xvy=x«/4r2—x2 = /4r2x2—x4.

T(x) akkor és csak akkor maximadlis, ha a négyzete maximalis, vagyis az
y = 4% — x* fiiggvény szélséértékét kell keresni.

Még egyszerilibb a megoldas, ha a téglalap atloja és egyik oldala 4ltal bezart
szoget valasztjuk valtozonak, akkor ugyanis

T(a) = 2rsin @ 2r cos @ = 2/* sin 2a.

Ez pedig akkor maximaélis, ha sin 2@ = 1, @ = 45°.
2p_x+y< x*+y? _atle 2
42 T 2 N

= 4tl) = p——, maximuma nincs,
akarmilyen kozel lehet p-hez.

1267.
2
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1268. Legyen a hosszabbik alapon fekv$ hegyesszog x. A trapéz magassaga

) . 2+4+2cosx |
sinx, a hosszabb alap (1 + 2cosx), igy a teriilet : 7= —, sinx=
=(1 + cosx)sinx. Derivalva T'= cos x + cos 2x, ennek zérushelye cos x=— 1

1
és cosx = 5=>x= 60°.
k—1i
2 b

1269. Ha a korcikk keriilete &, és a koriv hossza i, akkor a sugar r =
itk —1i)

ésaterilet 7= . Ez i-nek egyszerli masodfoku fiiggvénye, maximuma

k
van, hai= > vagyis a koriv a sugar kétszerese, a koz€pponti szog ivmérteké 2.
A két feladat matematikailag azonos. A 25 m-es adatnak nincs jelentdsége. Ha
a félkor sugara 7, a téglalap alapja 2 magassdga b, akkor a keresztmetszet te-
1

rillete T = 2rb + 5 m, ahol 2r+2b+rr=18.

Ez utdbbi egyenletbdl b-t kifejezziik, behelyettesitjiik 7" el6z8 alakjaba, s meg-
kapjuk a T(r) fiiggvényt.

1270. Az alagtt hosszatol fiiggetleniil akkor lesz maximaélis a térfogat, ha
a keresztmetszet teriilete maximalis. A téglalap egyik oldala 2r, a masik legyen x.

rer
k=2+2r+m =18 ést=2ix+ - . Az els0 egyenletbdl kifejezve, €s a ma-

. Ennek maximuma

sodik osszefiiggésbe helyettesitve 2x-et ¢ = 187 — r?

18
van, ha r= .

+
1274. r=— 2

4+

1272. Az abran lathat6 PT tavolsag 4 — x%, eszerint a téglalap teriilete (ami-
nek a maximumat keressiik): 7(x) = 2x(4 — x?). (1272. 4bra)
1273. Tuikrozzik pl. az A pontot az x

tengelyre! C(1,5; 0)

1274. Elsé megoldds: A(0;0) és (4;4)

pontokat 0OsszekOtd egyenes egyenlete A

y =x, tehat az emlitett szakasz P pont;ja-

nak koordinatdi (u; u). Képezzik a P P

pontnak a (2;0) és (9;5) pontoktdl vald 34

tavolsagaik Osszegét, akkor a kovetkezo .
fuggvényt nyerjiik: 51 y=4-x
y=J@-27+u + =9 +@-5y . N

y= 20— dut 4+ 2P 28u+106 . | | .
Ezen fiiggvény minimumat keressiik. Lol 1l 2 3 %
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Allitsuk el§ az els6 derivaltat:
4u—4 4u — 28

V= + .
2/2u”—4u+4 2‘/2u2—28u+106

Az els6 derivalt azon az u helyen valik 0-va, amelyre

u—1

u—"17
0= + .
2/ —du+4  2./2u”—28u+ 106

Szorozzuk meg az egyenlet mind a két oldalat 2-vel, majd rendezziik a kovet-
kezGképpen:

T—u u—1

1<u<7.

S 2sue 106 Jui—dusd

Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a kapott masodfoku egyenletet normél-
alakra hozva, nyerjik: (v —3)(u+5)=0,

W+ 2u—15=0.

Az egyenlet gyokei: u, =3, u, = —5.

Ezeken a helyeken lehet a fiiggvénynek szEéls6értéke. Az u = 3 helyen y’ elGje-
let is valt (x < 3 helyeken negativ, x > 3 helyeken pozitiv), tehat ezen a helyen
a figgvénynek minimuma van.

A keresett pont koordinatai:( 3; 3).

Masodik megoldds:

Tiikrozziik a (2;0) pontot a megadott szakaszra (y =x), a tiikkorkép koordintai
(0; 2). Ezt 6sszekotve a (9; 5) ponttal adddik a megoldés: (3; 3)

1275. A falak 6sszhossziisdga

90 = 24x + 4y, ebbdl 4y =90 — 24x.

A szobak egyiittes teriilete:

T = &y + 3x* = 180x — 45x* = 45x(4 — x).

T maximalis, ha x = 2 (m).

1276. Legyen a levagott saroknégyzet oldala x, akkor a doboz térfogata

V(x) =x(24 — )% V'(x) = 12(48 — 16x +x%) = 12(x — 4)(x — 12).

V(x) =0, ha x =4 (x < 12!); ebben az esetben maximalis a doboz térfogata.
1277. Maximalisnak kell lennie a

rPrm  (R*=m®)mm

V= =
3 3

. ) = & (R2_ 22, 2232 2= om?
térfogatnak. V’'(m) = 3 (R°—3m"); ez akkor nulla, ha R"=3m", r"=2m",

r=m,/2 . Ekkor V(m) maximalis, mert ezen a helyen néveked6bdl fogydba
(derivaltja pozitivbol negativba) megy at.
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Meg kell még hataroznunk az a kozépponti szoget:
2 2mrm ﬁ _2m /g

R m 1/5 3
Fokokban kifejezve a = 294°.
1278. Ha a csomag alapja a oldali négyzet, magassaga pedig b, akkor a spar-
ga hossza: 10a + 26. Ebbdl b-t kikiiszobolhetjiik a V' = a’h = 28 egyenl&ség fel-
hasznélaséaval. A feladat megolddsa ezutdn mar nem okoz nehézséget.

1279. Jelolje AB a létrét; az dbrdn éppen a maximalis 1étrat szemléltetjiik for-
dulés kdzben. Az AB szakasz x és y része a-val kifejezhet6:

2,4 1,6
AB = +

cosa  sina =/(@). 1279.
A szélsdérték eldallitasa végett derivaljuk 24
2,4sinad 1,6cosa

fla)-t:f(a) = o

- =
ST s~ a y
0.8 1,6

Zﬁ (3 SiIl3 a—2 COS3 a/). o
s~ a cos” a

2
f'(@)=0,ha3sin’ @ =2cos’a; tga = 3‘/2;

a =41°, A
AB=32+24=5,6 (m).

1280. 335 m.

1281. Ahajé 1 dra alatt v km-t tesz meg, ezalatt A + B Ft a kiadas. A kilomé-

a =

[0

. A+B , 480 .
terenkénti koltség f(v) = ——— = 0,03v" + —— . f(v)-nek minimuma van, ha
v v

_ 0 km
v= ol

1282. Ha a gerenda keresztmetszetének oldalait a-val és b-vel jeloljiik, a szi-
lardsag az y =a’b értékkel aranyos. Pitagorasz tételébsl a” = d* — b?, ezért
y =d’b — b, ahol d adott szam, s ennek a harmadfoku fiiggvénynek a széls6 ér-
tékét keressiik.

1283. a) 90°, tehit fiiggblegesen felfelé kell hajitani;

b) sin 2x = 1 kell legyen, tehat 45°-ban kell hajitani.
1284. Az ¢l6z6 példa alapjan 45°-ban kell elinditani, és a tavolsag:
2

m
625 —-
S =31,85m=~32m.
m
2-981—
S

vg sin2x

2
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1285. Jeloljiikk az AB szakasz C pontjanak A-t6l valo tavolsagat x-szel. Ekkor
C-ben a megvilagitas erGssége (egy konstans szorzo6tdl eltekintve):
a 5 —2a 28

m(x)=?+m,m’(x)= 3 + (d_x)3

(legjobb a [c - f*(x)]' = ¢ k- f*'(x) - f'(x) derivélasi szabalyt alkalmazni).

3
m’(x)z(),hai= B [d_x zﬁ,i=l+3£,x:ﬂ,
a’ x { a 3/5+3‘/E

¥ d-x’ lox

s ezen a helyen m(x) valéban minimalis.

1286. Legyen x a bees6 fénysugar és a palya sikjdnak a szoge (valaszthatjuk

valtozonak a lampa és a sik tavolsagat is, de ugy a szamitas valamivel bonyolul-

tabb), ekkor a keresett magassag (1. az dbrat): LO —m = R - tg x; a megvilagitas
sin x c sin x

er0ssége a P pontban: g(x)=C- =C- =
o = [R]

oS x

= — sin x cos’ x = — (sin x — sin® x), ahol C konstans,
2 2
R R
aranyossagi tényezd.
1
g'(x) = — (cosx — 3 sin>x - cos x) = 0, ha sin’ x = 3 mivel
R

x hegyesszog. A jelvaltas ellenérzése megmutatja, hogy ezen

a helyen g(x) maximalis. Ekkor cos® x = 3 tg’x = PR tgx =

/2 /2

=5 - keresett magassag pedigm =R tgx =R -

2

1287. m= 5

1288. a =4 (m); M =2 (m).
2

1289. m =2r=

shon
1290. A henger sugara és magassaga is 1 m.

m S
1291. r=—= |— .
2 61

F
1292. m=r=[— .
\/ 37
2R/3

1293.a) m=r /2 = 3
b) m=2%=R/2.
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1294. Bizonyitasként az adott kiipba irt maximalis térfogati henger méreteit ér-

demes kiszamitani [a hasonldsag felhasznalasaval adodik, hogy m = R (R—r),

: Mr . .
amib&l V(r) = R (R — 1)), s a megoldés egyittal az allitas igazoldsat is

megadja.

1295. a) Az abra jeloléseivel a henger felszine:

F=2rrr(r+h) =2R*r cos x (sin x + cos x).

F/(x) = 2R°7 (cos 2% — sin 2). D

F'(x) =0, ha sin 2x = cos 2x; 2x = 45°,

x =22,5° s ez az érték szolgéltatja a keresett A
N—_T"

maximumot.
b) Erre a gondolatmenetre épiilhet a masik
rész megoldasa is, csakhogy itt a felszin az 2R

el6z0 palasttal nagyobb. Ezért tg 2x — 2,x =
1
=5 arc tg 2 adédik eredménytil.
1296. R=1,5r; M =3m.

1297, = ™ _ |2
.r—ﬁ—4 371-2 .
2,2 4R

1298. r=R——, m=—.
3 3

1299. m =24 —r; V(r) = 7r*(24 — r). V' (r) = 0, har = 16, ez maximumot szol-

galtat. Ekkor m = 8.

1300. @) Ha R az adott gomb sugara, és m a kip magassiga, akkor

R’mr  m’
3 m-2R

b) A csonka kip keresztmetszete
érintdnégyszog, ezért alkotdja az
alap- és a fed6kor sugardnak Ossze-
gével egyenlS. Mint az dbra mutat-
ja, az AOD haromszog derékszogl,
ezért R*=ab. Ennek felhasznala-

V(m) =

saval a térfogatra a WV(b)= 4 a B
2Rz (R 2, 12| o . e
= 3 ? + R+ b*| figgvényt kapjuk, amely akkor minimalis,

haa=b=R

1301. a) 48°C; b) w(t) =04t +5); c)v(5)=4°Cls.
1302. a)v(t)=6t+1; b) 31.
1303. a) 0,8 - 0,1; b) 1,5.
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1304. a)vy; b)v,+at,
1305. Jeloljikk a kérdéses Q eldgazasi pontnak A4-t6l vald tavolsagat x-szel.
AD Pitagorasz-tétellel meghatarozhaté: AD = 400 m.

OD =400 — x.

0C = /(400 —x) + 3002 .

4 x 0O D B

Fejezziik ki a vezeték arat mint x fiiggvényét!

y=90x + 60(400 —x) + 50

500 300 >
(400 —x) + 300> .
C A fliggvény minimumat keressiik:
50 (400 —x)

Yy =90—-60—

/(400 — 2+ 300°

Hatérozzuk meg a derivalt fliggvény zérushelyeit, azaz oldjuk meg a
50 (400 — x)

/@00 — 2+ 300°

= 0 egyenletet!

Osszuk el mindkét oldalt 10-zel, rendezziik az egyenletet a kovetkez6képpen:
50 (400 —x)

/(400 — 2+ 300°

Mindkét oldalt négyzetre emeljiik, majd a torteket eltavolitjuk:
~25(400 —x)?
(400 — x)>+ 300>’
9-300% = 16(400 — x)?,
+3-300 = 4(400 — x), innét
x, =175 ésx, = 625 adddik.
Helyettesitéssel meggy6zddhetiink, hogy az x = 175 helyen a fiiggvénynek mi-
nimuma van.
Az elagazast az A ponttdl 175 m-re kell 1étesiteniink, ha azt akarjuk, hogy a cs6-
vezeték dra minimalis legyen.

1306. Tekintsiik fiiggetlen valtozénak az ODE haromszognek DE oldalat (x),
és legyen ezen oldalhoz tartozé magassag z, ekkor a teriiletfiiggvény:
xz

T=—.
2

Mivel DEA A ~ ABC A, fennall, hogy

x:(m—-z)=a:m.
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Fejezziik ki ebbsl az egyenl6ségbdl z-¢ a tobbi valtozdval!
am — mx

z = —, ezt helyettesitve,
a
—mx*+ amx
- 2a ’
T m N m
=——Xx"+—=1x
2a 2
T m m
=X+ .
a 2
Keressiik meg a derivalt z€rushelyeit! Oldjuk meg a
m

m
—— x + — = 0 egyenletet!
a 2

P

a
Az egyenlet gyoke x = 5 helyettesitéssel meggy6z8dhetiink, hogy ezen a he-
lyen maximuma van a fiiggvénynek.

a
A DEO haromszog teriilete tehatx = E—ig nd, x = E-Hél maximalis, ekkor x az

eredeti haromszog kozépvonala, majd ismét csokken. A maximalis teriilet az
eredeti haromszog teriiletének negyedrésze.
1307. A teriiletfiggvény:

T= 2(a—x)‘/2pix.

T figgvény maximuma ugyanazon x helyen van, minty = T figgvényé (7> 0
P

és p allando.)
y=2x(a—x)’
y' =3x*— dax + a* = 3x — a)(x — a).
A derivélt zérushelyei
a
-, X,=d.

X =3
Azx= % helyen y’ elGjelet vilt, ezen a helyen tehat van a fiiggvénynek sz€ls6-
értéke, mégpedig maximuma.

A téglalap teriilete x = 3 esetén lesz maximalis.

1308. Legyen a négyzetes hasab alapéle x, testmagassaga m, ekkor

2 F—2*
F =2x"+ 4mx, ebbll m = s
4x
V=x’m,
x(F —2x?
Y

4
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A fliggvényt csak pozitiv V-re vizsgéljuk, tehat feltessziik, hogy

F
V> 2x% akkor x < 5
1
V' = 7 (F— 6x2).

| F
A fiiggvénynek x = 3 -nal helyi maximuma van. Helyettesitéssel

| F
m= e adodik.

Adott felszin mellett tehat a kockanak van maximaélis térfogata.

1309. Legyen a kup alapkorének sugara r, testmagassaga m, a beirt henger
alapkorének sugara o, a testmagassag x, ekkor a henger palastjanak a teriilete:
P =2pmx.

Fejezziik ki o-t x fiiggvényeként.

A kup tengelymetszetét elkészitve, lathatd, hogy van két hasonld derékszogli
haromszog (az egyik befogdi r és m, a masiké r — o és m —x.)

FBCA ~ EDCA, tehat

o:(r—0)=(m-x):m,
ebbdl
r(m —x)
=
A vizsgaland¢ fiiggvény

B 27 - mx — 2rmx?

>

m

drr
P =——x+2rnm,
m

m
x=— helyen a fliggvénynek maximuma van.

Maximalis paldstd hengert akkor kapunk, ha a beirt henger magassiga a kup
magassaganak fele.
1310. Tekintsiik a Foldet gombnek (kdzéppontja O, sugara R)! Legyen a kér-
déses szélességi kor k, a hosszusagi kor k, és a metszéspontok 4 és B/
a) Az A és B pontok tavolsaga a szélességi kor mentén k, kor keriileté-
nek fele, azaz
rm =R-cos ¢, ahol ¢ a Fold sugardnak az Egyenlits sikjaval bezart
szoge.
Az A és B pontok tavolsaga a hosszusagi kor mentén R — 2R¢.
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b) A kérdés megvalaszolasahoz vizsgaljuk a két
tavolsag kiilonbségét mint ¢ fliggvényét, és
keressiik ezen fiiggvény minimumat.
y=Rn cos ¢ — Rm + Ry,

dy .
—— = —Rx sin ¢ + 2R.
dg

2
A fiiggvénynek ¢ = - (36° 29") esetén van

maximuma, a két pont tavolsaga ekkor a szé-
lességi kor mentén 16 100 km, a hosszisagi
kor mentén 11 900 km.

Flggvényvizsgalat

1311. a)—) masodfoku fiiggvények, a

vizsgdlatot ismétlésként végezziik el

a III. fejezetben tanultak alapjan. A A
d)—f) feladatok megoldasa pedig hason- 74
16an torténik, mint az 1312-es kidolgo-

zott feladaté. 6+

Példaul: x — x*>—x, zérushelyei x = 0;
x==1;y’ = 3x*—1, melynek zérushelyei

I5

X, ,=*——, ahol a derivalt elgjelet is -
’ 3 y=2-2x-x+1
, 3o /3o
valt. x,=— 3 elott és x,=— Tutan
a derivalt pozitiv, a fliggvény nd, a !
derivalt két zérushelye kozott a derivalt 128
negativ, a fiiggvény csokken. | ! : o
2 2 3 4 x
1312. Példaul: a) y' =&’ — 6x* — 2x.
X x<—l x=—l —i<x<0 x=0 |[0<x<1| x=1 | x>1
4 4 4
y' | negativ 0 pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
helyi helyi helyi
minimum maxi- mini-
Y ~ 125 4 mum ~ mum 4
128 1 0
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1313.

1313/b.

1313/a.

1313/c.

yA

—leN

1313/e.

e i = i i e ettt ToE
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1314.
1314/a.
=37
Vv 'OJ( 1 x
1314/b.
yA Y=V8+x+V8—x
4@‘\
1-.
B L TJol i [ [ [[]] 8%
1314/c. 1314/d.
oA A
y=\x —3x
:""__:\B‘
1 y=xNx+3 i
e | N "\
| i x | | 5
i _\/? 0 1 \/? X
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1315.

y=sin’x + cos’x

™~

2]
"
a
~it
i
=}

bl

x*+1 dx—2

1316.y= x#1, x#£3.

=1+
x2—4dx+3 (x=3)(x—1)
L 20— dx+ 3) — (2x— 4)(x2+ 1) 3 — x4 dx + 4
(c*— dx + 3)* (c*— 4x + 3)*

y x#1, x #3.

Hatarozzuk meg a derivalt zérushelyeit:
y' =0, ha A+ 4 +4=0 és x*—dx+3+£0,
az egyenlet gyokei
1+/5 1-/5
Y=g =T
Helyettesitéssel meggy6z&dhetiink arrdl, hogy a fliggvénynek mindkét helyen

van szélsGértéke.
A fliggvény menetét az alabbi tdblazat és grafikon szemlélteti.
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)6)c<1_‘/§)c:1_‘/g 1_‘/g<x<] x=1 1<;(<1+‘/§)c:1+‘/g 1-*—‘/§<)c<3 x=3 x>3
2 2 2 2 2 2
, . ... nincs . P nincs .
negativ 0 pozitiv érték pozitiv 0 negativ érték negativ
helyi szaka- helyi szaka-
Y N minimum 4 das 4 maximum N das N
A helyi minimum értéke behelyette-
: sitéssel y=,/5 —2=0,236.
i A helyi maximum értéke behelyette-
! 1+/5
5 sitéssel y = —‘f ~— 4,236.
i 5-3
_______i ___________________ Afiiggvény értelmezési tartomanyabax = 1
— » és x =3 kivételével minden valds szam
- x
: 2 o 1+,/5
Uoy= ol beletartozik, értékkészlete y = —————=
i X —4x+3 5-3
! ~— 4,486, vagy y=,5 —2=0,236.
x—x-1
1317.y= — -
x+x+1

YA A figgvény értelmezési
1 P lxd tartomanyaba minden
X +x+l szam beletartozik, érték-
-------------------------------- készlete:
5
| /_: -1<y< ER
a3 2 0 3 ] : i x
4 3 2 -1 \/ 2 3 4 |x 224 dy
<1 y =
o +x+1)?
o C1=5 145
A fiiggvény zérushelyei: 2 ; >
A fiiggvény menete:
X x< -2 x=-2 -2<x<0 x=0 x>0
! pozitiv 0 negativ 0 pozitiv
5
2 -1
3 S
Y 4 helyi maximum N helyi minimum 4
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1318. v — x>+ 4x
Y=

(1+x*)*
x| x<-1 x=-1 -1<x<0 x=0 0<x<l1 x =1 x> 1
y'|  pozitiv 0 negativ 0 pozitiv 0 negativ

helyi maxi- helvi mini helyi maxi-
lyi mini-

Y 7 mum % N mum 0 4 mum % N

A figgvény értelmezési tartomdnya a valds szamok halmaza, értékkészlete

0<y=<—.

1319 _sz—Sax+8 4
Y= T ¥ .
Képezziik a fiiggvény els6 derivaltjat

2¢*— 8ax + 10a*— 8
(x— 2a)?
Monoton ndvekvs lesz a fiiggvény olyan a értékek esetén, amelyekre y’ x min-

den értéke mellett pozitiv. Mivel a derivalt fliggvény nevezGje x minden szoba
johetd értékére pozitiv, elGjele csak a szamlaloban szerepl kifejezéstdl fligg.

Keressiik azon a értékeket, amelyek mellett

2¢* — 8ax + 10a* — 8 > 0 egyenlStlenség x minden értékére pozitiv, azaz az
y =2x* — 8ax + 10a* — 8 fiiggvénynek nincs zérushelye (x* egyiitthatéja pozitiv).
Tekintsiik a 2x* — 8ax + 10a*> — 8 = 0 egyenletet! Osszuk el mindkét oldalt 2-vel,
ekkor

x* — dax +5a* —4 = 0.

Képezziik az egyenlet diszkrimindnsat:

D =164 — 20a” + 16 = 16 — 4a”.

Az y fiiggvénynek akkor nem lesz zérushelye, ha D < 0, azaz |a| > 2.

’

y:

a) A fiiggvény monoton novekvd lesz, ha |a| >2.
b) A fiiggvénynek szélsGértéke lesz, ha |a| = 2.

la| < 2 esetén hatdrozzuk meg a 2x* — 8ax + 104> — 8 fiiggvény zérushelyeit:
x*—dax +5a> — 4 =0,

X,=2a+ J4-a*,
xl=2a+1/4—a2,x2=2a—1/4—a2.
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Ugyanezeken valik 0-va az y’ fliggvény is, ugyanakkor elGjelet is valt, tehat az
x=2a+ /4- a’ helyen a fiiggvénynek minimuma, az

x,=2a — /4 —a* helyen a fiiggvénynek maximuma van.

1320. Vizsgiljuk azy = 2x* +x° — 2 fiiggvényt.

y =8¢ + 3

Hatarozzuk meg a derivalt zérushelyeit:

(& +3)=0, x,=0,

3
H="3-
X, = —%-nél a derivalt fiiggvény elGjelet is valt, itt van széls6érték, minimum.
A minimum értéke
2.[_3]4_[3]3_2:2. 812 8108
8 8 4096 512 2048 2048

x = 0 helyen y’ nem valt elGjelet, itt nincs szélsérték. A fiiggvény folytonos, ha-
tarértéke a + oo-ben is és a — oo-ben is + oo, a helyi minimum értéke negativ,
ebbdl kovetkezik, hogy fiiggvény grafikonja két helyen metszi az x tengelyt, az-
az a 2x* +x* — 2 = 0 egyenletnek két valds gyoke van.

1321. A harmadfoku egész fliggvény altalanos alakja:

y=ax’+bx*+cx+d.

A feltétel szerint x = 0 helyen y = 0, ebbdl kovetkezik, hogy d = 0, x = 1 helyen
10 10

y=-7 tehita +b +c= —3 x= 2 ésx = 1 sz&lsértékhelyek, ezek gyokei

azy’ = 0 egyenletnek.
y' = 3ax* + 2bx + ¢; fenti értékek helyettesitésével nyerjiik:

3ax? 4 2bx + ¢ = 0.

A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggés alapjan:

c 2b _
3¢ 7 3a T

. 10
Fenti két egyenlethez hozzdkapcsolva az el6zbleg nyert a +b+c = Y

egyenletet, a kdvetkezd haromismeretlenes egyenletrendszerre jutunk:
¢ =ba,

2b = —9a,

3a +3b + 3c = —-10.
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Fenti egyenletrendszer gyokei:

4 y
(l——g, b—6, c=-8. y=—4§x3+6xz—8x
A keresett fliggvény 1
X
4 ) : S
y=—-—x +a —&.
3
Ertelmezési tartomanya is, értékkészlete is a
valds szamok halmaza.
1322. A fiiggvény értelmezési tartomanya 0 < x < 27, értékkészlete
3 3
—/3 =y<—-/3
/3 Sy=33
V' =2cos2x — 2 sinx.
A fiiggvényt a kovetkezs tablazattal és grafikonnal jellemezziik:
()<x<£ x—l V.4 St 5 St 5 St 3z 3T )
X 6 _6 ?<X<T X—T T<X<T X—T T<X<7[
" pozitiv 0 negativ 0 pozitiv 0 pozitiv
/ helyi maximum \ helyi minimum / /
y i _ i inflexi6s pont
e 34

A kérdés masodik felének megoldasahoz brazoljuk a derivalt fiiggvényt. Allit-
suk el6 a derivalt fiiggvény derivaltjat (y”):

y" =—4-sin 2x — 2-cos x.

T Fie Fie 3r 37 | 37
x 0<x<? x=— ?<x<3,3947 x=3,3947 3,3947<x<7 x=— T<x<6’03 x=06,03 |6,03<x<27
Y| negativ 0 pozitiv 0 negativ 0 pozitiv 0 negativ
helyi helyi helyi
, . maximum inflexiés maximum
y N\ mmi’;‘“m / 9 N\ s pont / 9 N
4 4

9
mcsaka—4 <m < 7 intervallumban veheti fel értékét.
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Az érintdk szama 1; 2; 3; 4 lehet.

ha m=—4, 1 érint6 huzhato,
-4 <m<0, 2 érint6 hazhato,
m =0, 3 érintd hazhato,
0<m=<2, 4 érint6 hazhato,
2<m< % , 3 érint6 hazhato,

9
m= 7 2 érint6 hazhato.

1323. Annak feltétele, hogy az adott fliggvénynek ne legyen széls6értéke, az,
hogy y’ alland6 elgjelii legyen.

, 10+ (2m — 10)x — (6m + 20)
(> + 4x + m)? .

Fenti kifejezés nevezGje x minden olyan értékére, amelyre az eredeti fiiggvény
értelmezve van, pozitiv. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy y” alland6
elgjelii legyen, az, hogy a szdmldldban levd fiiggvény ne véltson elSjelet, azaz
fennélljon a kovetkezd egyenlGtlenség:

(2m — 10)* + 40 (6m + 20) < 0.
Szorzatta alakitva:
(m+5)(m+45)=<0.

y

Ez kétféleképpen lehet:

a) m+45 =0, és egyidejlileg m +5 < 0, azaz —45 <m < -5,

b) m +45 < 0, és egyidejllegm +5 =0, azazm = =5, és m < —45.

A megoldas m = —5.

Az adott fliggvénynek nem lesz széls6értéke, ha m-re a kovetkezd feltételek tel-
jestilnek:

—45<m < -5.

1324. A masodfoku egész fiiggvény altalanos alakja:
y=ax*+bx+c,
f(=1) = -6,
f(1) = 0 feltételekbdl adodik, hogy
a—b+c=-6,
a+b+c=0. b=23,
c=—-3—ua.
Derivéljuk a fliggvényt:

v =2ax +b.
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A fiiggvénynek x = 2 helyen van széls6értéke, tehat
b 49 .
f R ebbdl a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
84> —25a + 18 =0,
a, =2,
9
Chirg
33

Helyettesitéssel ¢, = =5, ¢, = — 3
Az adott feltételeknek eleget tevd masodfoku fiiggvények:
y=2%"+3x -5,

9, 3 33
y=gx+3——.

1325. Derivaljuk a fiiggvényt:

y' = 3>+ 2ax + b.

SzEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az adott helyeken y” a 0 érté-
ket vegye fel, azaz az x = a ésx = b értékek gyokei legyenek a

3% + 2ax + b = 0 egyenletnek.

A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggés alapjan

b=— +b=——.
a 3 a 3
1 5
EzekbOl a = 3 és b = ) értékek adddnak.
5 5

Mivel x = ) helyen y’ elGjelet valt, mégpedig a

5
5" 0; — 9] intervallum-

5 5
ban pozitiv és a [——;——+8 intervallumban negativ (6 > 0), azért az

9° 9

5 1
x=-3 helyen a fiiggvénynek maximuma van. Hasonlé meggondoléssal x = 3

helyen a fliggvénynek minimuma van. A keresett fiiggvény:
1 5

y=x3+ gxz— gx.

1326. Képezziik a derivalt fiiggvényt:

y =3 —2x+1.

A 3x* — 2x + 1 =0 egyenletnek diszkrimindnsa negativ, tehdt az eredeti fiigg-
vénynek nincs sz€ls6érték-helye, y’ x minden értékére pozitiv, az eredeti fligg-
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vény a (—oo; +o0) intervallumban monoton nd, s mivel folytonos fiiggvény, ezért
grafikonja csak egy helyen metszheti az x tengelyt.

x*—px*+ 4+ 5p — 3
1327,y = £ L G

o>+ gx+ 5)*
y'=0,ha(qg—py’+4x+5p—3g=0,ésx* +qx+5+#0.
Az adott feltétel szerint x =2 és x = —1 gydkei a (g —pW> + 4 +5p — 3¢ =0
egyenletnek. Ebbdl adédik a kovetkezd egyenletrendszer:
_ P34

b

q—p

-2

4
— 1= ——_.Azegyenletrendszer megoldésa: p = -2, g = —6.
q-p
Tehat p = =2, g = —6 esetén lesz az adott fiiggvénynek azx =2 és x = —1 he-

lyen széls6értéke, mégpedig azx = 2 helyen maximuma, €s azx = —1 helyen mi-
nimuma.

(2) Az el6z6 pontban meghatarozott fiiggvény

B xX>—2%+3
Y e a+s’

) 4’ —4dx+ 8
Y (= 6x+5)>

Ertelmezési tartomany az Gsszes valds szam x = 5 és x = 1 kivételével. Erték-
készlety =2 0,6 ésy = —1.

x| x<-1 x=-1 |[-1<x<1| x#1 l<x<2 x=2 2<x<5 X #5 x>5

y'| negativ 0 pozitiv pozitiv 0 negativ negativ
helyi helyi

y \ minimum / / maximum \ \
0,6 —1

—_— /T
2

011 ] x

L X -2x+3

I N N (I S
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1328. q) f5x4dx=x5+c;

1329.

1330.

1331.

b)f3x4dx=%x5+c;
c)f4/x73dx=g/x75+c;
d),/83 x> de=33/x% +¢;
5 dx =25
e)f7i/x7=7%/; +c
a)fi/ﬁdngi/xj+c;

b) ugyanaz;
1
c)fs/x/}dx:f/;dxz +
2/x
6
d) f3/x2 x dx=f6‘/x75dx=ﬁi/x“ +c;
3
e) f [x3/x dx=f3‘/x7dx=—3/x75+c.
3 x- 4 x X~ —60
a)/ dx= /xﬁodx— +c;
760
Y ilsﬁ . w12
45 J’—fy Y= 509
10 4~/7
3z zf
c)f dz— z 12dz—12'2‘/7+c

2

b) 120 y229 +c;

3224 214_3 o )
a) | (x°—3x"+x—4)dx 7 ¥ x+2 4x + c;

2
b) f(5x4+ 43— 20+ 1)dx =x° +x* - §x3 +x+c;

¢)

X X

1

3x

323

SURUUURE SIS PRI SN S I
4+ 5x+ 3+ 5 " dx =x"+ —x"+ X + +c;
2 X 3
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1332.

1333.

Az egyvaltozés valds fliggvények analizisének elemei

3

X
d) f(3—x)2dx:?—3x2+9x+c;
x* 27
e) f(3—x)3dx=—T+3x3—7x2+27x+c;
ﬂf(8x3—2x+3)dx=2x4—x2+3x+c;

3 1
g) f(5x4—3x3+ of—x+2)dx=x"— —x*+ 20— — x*+ A+ ¢;

4 2
2 1 2
& f[?“s‘z”?‘

) 1 2 1 1
l)f—z——3+5 dx=——+—+5x+¢;
X X X ox

dx ! ! +1 +
B TR TR L

2

2_
a)fx 1dx:f(x+1)dx=x7+x+c (x #1);

4—dx+x* (x—2)2dx_ 1 " de_
)f 3—6 ,[3(x—2) _fix T3
=?—§x+c (x #2);
2

x+x "+ x” 1 _3 _5

c)f/,dxzfodx+/x 2dx+fx 2 dx =
X
2 +c, (x #0)
= ¢, (x ;

3 /; 3 x3

x*+8 x?
d)f dx= fx—2x+4 =3 % Tt dx+c, (x#-2);

3
(x2+ 2x + 4>dx=?+x2+ dx+c, (x#2).

Y—
Jx 1 2 3 1
a)f—+—dx=f xX2+x 2 dx=§x2+2xZ+c, (x #0);

X 3 x 3 5 1
b)f—+ dx=—x3+33+c, (x#0)
3/x x 5
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c)f[x +4‘/x;]dx

4/ x

1334. a)f(/;+1)(x_ x“)d":f

@+ DHE*-2)
b) f—3 > dx =

.
S

0 4 _2 3 13 3 7 1
X3 +x3—2x 3]dx=13x3+7x3—6x3+c, (x #0);
x—xb)? _1 asb_L _1
c) f%dxzfxza 2dx—2fx 0 2dx+fx2b 2 dx =

x
1 2 atbtt
= " g 1 x+c, (x#0);

+— +b+— 2b + —
2a2 ab2 b2

4 f(/;—/;)4dx:/‘a2—4a1/a+6ax—4x‘/a+x2 e
Jax

Jax
:/-aix_zdx—f

1 1 3
da+6Jax?—dx+ — x2]dx=
301 ER
=2a2x2—4dax+4 Jax2— 2 +

7 1

x4 +4xi+c, (x#£0).

4
7

5

3
x2+1 dx=§ x2+x+c;

2a +

o=
|

Ja

5
x2+c, (ax#0).

5/a
1335. a) f(sinx+5)dx =x—cosx +c;

b) f(cosx—3,7)dx=sinx—3,7x+c;
c) f(2sinx—800sx)dx=—2-cosx—8~sinx+c;

d) f(Scosx—3sinx+ 8)dx =5 -sinx + 3-cosx + 8 +¢;

cos 2x cos’ x —sin® x _
e) | —————dvx= | —————dx= [ (cosx—sinx)dx=
cos x +sin x cos x +sin x

=sinx+ cosx + c;

sin3x  cos2x
f) f(sin2x+ cos3x)dx =

3 2

sinx  cosx dx_cosx sinx+_
g)f 5 7 s 7 ¢

b 1 2 dx_sinx+2-cosx+c
)/3cosx 3smx = 3 .

+c;
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. cos 2x
1336. q) fsmxcosxdx:— 2 +c;
3-cos2x
b) f3sin2xdx:—?+c;
T T
C)a(l)fsin x+€ dx = — cos x_l_g +c;

1 1
d) (2) fsin(ﬁ—Zx)dxz5~cos(7r—2x)+c=—5~0052x+c;

x x
e) (3)/cos ——1|dx=3sin |- —1|+c;
3 3
4 3 +7T dx—l in |3 +7T +c;
f)()fcosx 7 |dr=7sin 3+ o+
5 in[x+ +—|dx = ! 2t 2|+
g)()/smx 7 K Rl =~ "cos S| te=
1
= —-sin 2 +c.
smx+ cos’ x sin x
1337. f =f +1|dx = +x+c;
cos® x Cos” X cosx

1+cosx 1 COS X 1
" + > dx=—ctgx—,—+c=
sin’ x sin” x sin” x Smx

1+ cosx
=—— 40
sin x

1
c) f(sinx+cosx)2dx=/(1+sin2x)dx=x—3-0052x+c;

d)f gt
= —tg3x+c;
cos?3x 3 &

o [

2tg~ +
x_ g2 “
COS™—

f)f —1 tg kx +
cos? kx k 8

)f x L cte e+
=— —ctg5x+c;
g sin®5x 508

dx 1
h)f - =— —ctgnx +c.
n

SlIl2 nx
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1338. (l) /(1_5)_3dt = W +c
-1

b) f(z+ﬁ)-2dz= +ﬁ+c

o [l a0
d)f/ﬁdt zm +c
e)/(t—Z) t—2dt=@

5

1339. A nevezd derivaltja konstans, ezzel korrigdljuk a negativ hatvanyfiigg-
vényeket.

dx 1

@ f(2—x)3 EEY TS
dx 1

) ./(3x+ 1! N 9@Bx+ 1)° e
dx -

? f(x—2)3 T a-2p

1
@ f(3x—1)4 N

dx dx 1
¢ ./(1—3x)4 :.[(3x—1)4 To-ay ¢

1340. Vegyiik észre, hogy a nevezd derivéltja vagy annak szamszorosa all a
szamlaloban!

+c.

o
a)f(1+x2)2 TR

b)f 3%+ 20+ 1 e 1 .
o+ x*+x+ 5)? o+ x*+x+5)*

dx
c) fi Jx+1+c;
x+1

3
d)f ZS_4X+C;
2/5 &

4y + 2
e) f4=41/x2+x+1 +c.
1/x2+x+1
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adt
1341.a)f =—2a,/1—t +c;

1—1t

b bt d, 2 bt)? +
—bt dt=—— (a —bt

)f a b (a )2+ c;
tdt

cf =/ + 1 +¢;
*+1
dx

dx 4
9) f—=§1/3x—1 + c;
0,5

x—1

x+2
h) fidx=1/x2+4x+3 +c.
1/)62-1-4x+3-

1342. Alakitsuk 0sszeggé a szorzatokat!
1
a) fsin3x~ cos Sxdx = f? (sin 8 — sin 2x)dx =

1 1
=——~cosSx+Z‘0052x+c;

16
) ) 1 1
b) fsml(lx-smledx: B fcosSx —EfCOSZSXdX=
L 5 L 25
= — _—— _j’_ .
10 sin 5x 50 sin 25x +c;
X X e = 5 5 L X N
c) | cos > cos T =3 sin 5 X sin ; c;
J X X e — 5 5 3 X N
) | sin > cos T =3 cos ; X cos 5 c

X X gy — 5 5 43 X N
e) fsm 5 sin—dy=——sin x sin — +c.
1343. Vegyiik észre, hogy a belsd fiiggvény derivaltja vagy annak szam-

szorosa all a trigonometrikus fiiggvény elGtt!

a) fosinxzdx: —cosx*+c;
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b) fi (22— 1)dlr = —— sin (32— 1) + ¢;

1o Cos(x = 5 SinGx c;
c) f(3x2+ 1)cos(x*+x—2)dx =sin(x*+x—2) +¢;
d) f(3x2+ 1)sin (¢ + x — 2)dx = —cos (x> + x — 2) + ¢;

e) f(2x+5)cos(x2+ 5x — 8)dx = sin (x*+ 5x — 8) + c.

1344. Van, az x— x>+ x>+ x + 2 fiiggvény.

5,7, 5
1345.y=§x—5x +4x+g.
1346. y=x’— 4 - 3.

4 .9, 1
1347.y=§x—3x +5x+47€.

s o1 23
1348.y=T—§x +3x +x+ﬁ.

1349. A primitiv fiiggvény érintGjének irdnytangensét egyszertien ugy kapjuk,
hogy a megadott x értéket behelyettesitjiik a fiiggvénybe:

a) m=0, a=0°
b) m=-10 a =957
c)m=0, a=0°.

1350. Mindharom feladatban van olyan fiiggvény.

T
a) f(x) = 3sinx; x,=— e 2:

3
Példaul: F(x) = —3cosx+ 2+ > 2 fluggvény jo.

b) f(x) = sinx + cos x; x,= 2,5; y,= 0;

Példaul:
F(x) = —cosx+sinx+ cos2,5 —sin2,5 = —cosx+sinx— 1,4 j6
) fx) = ———+2; y,= 05 y,= 0;
COSs” X
Példaul: F(x) = tg x + 2x megfelel.
xr—2—15
1361. y=— .
15x% = 30x
1352, y= L gin|x— 2|+
- y=gsin|xt-— |+ o
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Hatarozott integral

X a a a
e e R e e
0 0
3
5
o [ Fa=g
2
ﬁ xdx /3
d)f =|—/4—x? =1;
; 4 —x? 0
3a
dx
o [ | /e =lal(2/2 - f3)
2 X —da
2
1354.a)f/2x+1dx=; 2+ 1 =§f_ﬁ;
1 1

1355.

1356.

;
b) f/ﬁdxzzz.
1

_1

Y 3f(l_ﬂ) a +x) B
' 5
g -/ 1+x - (1—:x2> _520.
a)f1+/7 =f x_2+x_% dx= —%—%j:%;
1
b) f 8—7x)3dX=|—(8 ) |= %
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Y

2
1357. q) fsinxdx:[—cosx]gz 1;
;

b

Y

b I' 4x dx ! 4% !
)fsmx ——Zcosx =3
0 0
z s
2 2
c) /cos4xdx= —sindx| =0;
4 P
K E
4 4
T s
21

d) '/Zsinxcoszxdxz —icos3x =
3 3
0

n

0

4
2
1358. a) f(2sinx+3cosx)dx=/;+2;
0

b) fsinzx cosx dx = 0;
0

Y

T
. 2
cos 2x cos’ x — sin’x )
¢) | —————dx=| ——————dx= [ (cosx—sinx)dx=
cos x + sin x oS X + sin x
; J

Ve
= [sin x + cos )c]oE =0.

[SIE]

0

n

6

9 g ]% J3-1
= X = .
cos® 2x & ° 2
§ T T
2 2 Z
1359. o) fsinzxdx— R E e RS
’ 2 2 4 4’
0
2 2 z
b) fcoszxdx— f 1+ cos2x o= £+ cos2x |2 T
B 2 2 4 . 2
T _T T
2 2
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Terlletszamitas

2 2

1360. a)t=2f(4—x2>dx=2-
0
1
b)t= f(x2+4x—5>dx = 36;
-5

c) t =36 (A b) feladat fiiggvénye van eltolva a y (5; 0), és azutan az x
tengelyre tiikrozve.);

3

X 32
4 - —_
3

3 >

0

32
d)t= E (Az a) feladat fiiggvénye van eltolva a y (—1; 0) vektorral.)

1361. Barmely két parabola hasonld, ezért elég az y = x* parabolara igazol-
ni, mert egy hasonl6ségi transzformacié nem valtoztatja meg két teriilet ara-
nyat. Messiik a parabolat az y = ¢ egyenessel (¢ > 0), ekkor a parabolaval val6

metszéspontok x ==+ 1/? , a téglalap teriilete 7= 2c 1/; .Aparabola és azx ten-
Je
gely kozti teriilet r = 2 f xidx=2

Je

} 2
=3 c ‘/Z . A két teriilet kiilonbsége

3
3

0 0
adja a parabolaszelet teriiletét, ezért az allitas igaz.
1362. Az el6z0 példa eredményét felhaszndlva a kérdéses teriiletet ugy kap-
juk meg, hogy a nagyobb parabolaszelet teriiletébdl kivonjuk a kisebb parabo-
laszelet teriiletét. Tegyiik fel, hogya > 0ésc >d > 0, akkor azy =c,azy =d és

a megfeleld parabolaivek 4ltal hatarolt parabolaszelet teriilete
4./a
= (e -aT),
a

1363. ;= fsinxdx=[—cosx]g=2.

0
1364. a) A fiiggvény paratlan, ezért a teriilet
1 1

2 4
z=2f(x—x3)dx=2

X X 1
0

5

2 4

0

b) A fiiggvény paros, ezért elég a felét kiszamolni. A fiiggvény és az x
tengely metszéspontjai: x € {+1,% 2}. A teriilet tehat
1 2
1
St= f(x4— Sx?+ 4)dx + /(x4— Sx?+ 4)dx | = 4, ahonnan ¢ = 8.
0 1
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¢) Ez a fiiggvény x = 2-nél metszi, x = 3-nal érinti az x tengelyt, igy a te-
3 3

1
rillet ¢ = /(x— 2)(x - 3) dx= f(x3— &+ 20x - 18) dr= .
2 2
d) A fiiggvény paratlan, elég a [0; 1] intervallumra meghatarozni a te-

riletet. T = 3
1365. A két fiiggvény kiilonbségét, az x — —x* + 5x — 6 fiiggvényt kell integ-

1
réalni 2-t6l 3-ig; t = R
1366. a) A gorbék metszéspontjai x =2 ésx = 5. A kérdezett terilet: 7= 4,5.
b) A gorbék metszéspontjai x = —3 és x = —1. A kérdezett teriilet:

4

T=—.
3

¢) A gorbék metszéspontjai x = 2 ésx = 6. A kérdezett teriilet: 7 = 64.

d) A gorbék metszéspontjai x =2 ésx =9. A kérdezett teriilet:
343

6
e) A gorbék metszéspontjai x = 1 és x = 4. Akérdezett teriilet: 7= 18.

2
1367. Az 1 és 2 oldalu téglalap harmadrésze a vizsgalt teriilet: 3

2
1368. A kérdéses teriilet egy 2 egység oldali négyzet teriiletének 3 része,

8
T=—.

3

2

1369. A kérdéses teriilet egy 2 egység oldali négyzet teriiletének 3 része,

8
T=—.

3

2 2
1370. Egy 2 egység oldali négyzet teriiletének 3 része adddik: T = 23.

> 7 S 20
1371. ¢, = f—x +x+2dx=g; tzzf(—x +x+2)dx=?;
- 0
{1ty =7:20.

1372. y =x>+ 4 +x— 6 Harom sikidom keletkemk

(= ff=172; flfl—llf ff 8

-3 -2
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1373. Az ¢érint6 egyenlete: y=—4x+ 1, ez a koordinatatengelyeket az

1 1
A(0; 1), illetve a B [4;0] pontban metszi. t = 3

3 1
1374. Az érint6 egyenlete: y = T Egy olyan derékszogli haromszog
29

29
teriiletét keressiik, amelyben a befogdk hossza 3 illetve T
29 29

1

. 3 4
Teriilete: —=—— =35—.
eriilete 2 3524

1375. Toljuk el az adott gorbét a (—2; 0) vektorral, ekkor egyenlete
y=@-—1px@x+1)=x—x.

3
A lokdlis szélsértékhelyek: iT' Két egybevagd sikidom adodik, kozilik
egynek a teriilete:
gy 5

3

5
= X dx=——
fx X 36

0
a két rész teriiletének az 0sszege —

18"
1376. A két parabola az A(—3; 9) és a B(5; 25) pontban metszi egymast. Az
altaluk hatdrolt sikidom teriilete:

t= 5 12+ +75dx—422
—f 2x X s = 3

-3
1

Az y =x egyenletl egyenes ebbdl 3 tertiletd részt vag le. A mésik rész teriilete
1

42 —.
° 2

1377. Az el6z6 példabol kovetkezik, hogy ¢ = 42 3

1378. AP(3; 11) ponthoz tartozo érintd egyenlete: y = 6x — 7, ez az x tengelyt

7
az A [g, 0] pontban metszi. Az y = — 2x + 20 egyenletli egyenes az érintst a

27 53 .
B o 4 | 2X tengelyt a C(10; 0) pontban metszi.

53 53 _ 25

t 6 3 —58@
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25
1379. A parabola egyenlete: y = 3 x* — x; az érints egyenlete: y = 3* "¢

A keresett teriilet (a két lehetséges koziil a kisebbik):

s 51 | (1 Ll
46 2 f6x T qaa
5
1380. Zérushelyek: x, =3 és x,=5.
a) Az érinté:y = —5x + 12,75;

b 99
t=—;
) 160 °
9
r=—.
c) 3

1381. A parabola egyenlete: 2x* — 12x + 9y = 0, masik zérushelye:

4
x, = 6. Az origdbeli érintd egyenlete: y = 3% az A(6, 0) pontbeli érintd egyen-

4
lete:y = — 3x + 8. — A két érintd metszéspontja:

X .-
M(3,4). — A haromszog teriilete ¢ = ATyM =12. — Az ¢) feladatban keresett

terilet:

2
T=t—§~xA~yC=12—8=4,

hol 6 22+4
aoazf 9X 3x

0
hasznaltuk fel.

1382. Az A(1, 0) pontbeli érintd egyenlete: y = 4x — 4, a B(5;0) pontbeli érin-
t6 egyenlete: y = —4x + 20. Ezek metszéspontja: M(3, 8). — A keresett teriilet:

dx integrél kiszamitasa helyett a 34-es példa allitasat

=48 5 > | e S)dr =5
T f(x e =57
1

1
1383. A parabola egyenlete: y = — 7 X +x+4. AP(=2; 1), illetve a Q(4; 4)

ponthoz tartozé érintd egyenlete y = 2x + 5, illetve y = — x + 8. Ezek metszés-
pontja: M(1, 7). A keresett teriilet:

1 4 4
1
T= f(2x+5)dx+f(—x+8)dx— /{—4x2+x+4
-2 1 -2

Az els6 és a mésodik integral helyett egy-egy trapéz teriiletét is kiszamithatjuk.

dx =45.
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1 2 2 2
1384. AKkét parabola egyenlete: y — 6 = — 3 (x—=1) ésy—1= o (x—1);

az altaluk bezart teriilet 20 egység.
25
1385. ¢ = 5
1386. a = —7;b =20 ; c = —10. A keresett teriiletet a

1 1
T= f3x2dx— f(—7x2+20x—10)dx=0,43

0 X0
szamitas szolgaltatja, ahol x, az y = —7x + 20x — 10 parabolanak a kisebbik
zérushelye (x, = 0,65).
Ugyancsak a feladatnak megfelel6 eredményt kapunk, ha 7-hez hozzdadjuk az
y=—"7¢+20x — 10 parabola ,alatti” teriiletet (x, =2,2 a parabola masik
zérushelye):

T*=T+ f(—7x + 20x — 10)dx = 0,43 + 3,4 = 3,8.

4x?
1387. Elsé megoldds: Az A és a B pont abszcisszajat a k> =4’ ésaz 1 = —

k2
. } k
egyenlet megoldasabol kapjuk | a két egyenlet gyokei azonosak: J_rE . A felté-

tel szerint

Y e

/‘(k2 — dP)dx = % /g(kz — &)dx.

2 2
3
Ebbdl egyszerisités utan azonnal adddik, hogy 1 = ? k2 =3.
Masodik megoldds: az els6 parabola y = k*-nél, a masodik y = 1-nél metszi az y
2
tengelyt. Mindkét parabolaiv és azx tengely kozotti teriilet 3 része egy-egy azo-

nos (k) alapi k7, illetve 1 magassagu téglalapnak, tehit az els6 teriilet k*-szerese
a masodiknak. Ha ugyanakkor haromszorosa is, akkor K=3k= J_rﬁ .
1388. A parabolak a 2 abszcisszaji pontokban metszik egymast. A kozrefo-
gott teriilet:
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2 2
T= f|(x2+3x+4k)—(kx2+3x+4)\dx= f\(1—k)(x2—4)\dx=
-2 -2
32 . 32 .
=(k—1)-T,sm1velT=?,aztkap]uk,hogyk—lz1,k=2.

1389.
2 2

= f‘(—x3_3x2+20)—(—x3—3x2+5x+ 10)‘dx= f|10—5x|dx=

m m

= f(—lO—Sx)dx=2,5 m?* — 10m + 10.

Mlvel a feladat feltételei szerint T = 2,5 m-re a 2,5m* — 10m + 10 = 2,5, vagyis
az m* —4m + 3 =0 egyenletet kapjuk. Ennek gyokei: m, =1, m, =3, de az
m < 2 feltétel miatt csak m, = 1 felel meg a kovetelmenyeknek

1 390. Ha azf(x) harmadfoku polinomot azx — 1 gyoktényezdvel elosztjuk az
x* — 8 + 15 masodfoki pohnomhoz jutunk, aminek zerushelyel 3 és 5. Esze-
rint f(x) abszolutértékét a 3 és 5 hatarok kozott kell integralni, és ez az integral
szolgéltatja a keresett teriiletet. Mivel f(4) =64 — 1444+ 92 - 15=-3 <0, és
tudjuk, hogy a 3 és az 5 zerushelyek kozott a fiiggvény nem vélthat jelet, ebben
az intervallumban f(x) < 0, és igy | f(x)| = —f(x). Ezek szerint

T= f(—f(x))dx=f(—x3+9x2—23x+15)dx=4.

3 3

1391 13' b32' 4,5
.a)3, )15,0),.

1392 1'b2' 3'd64' 4,5
'a)lz’ )3,6‘)4, )3;6)5-

1393. A kilonbségfiiggvényt kell integralni. £ = 2.

Forgastestek térfogata

2

2
1394. '= nf(x3 — 1) dx = 1277{.
0
1395. Két egybevago forgastest keletkezik. Egy ilyent test térfogata:
vV, = ﬂ/(9x)2 ) dx = 416 5

a két test egyiittes térfogata: I'=2)] = 833
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: 2r
1396. V=7z’fx2 —xtdx=—.
15
1397. Toljuk0 el az adott sikidomot a (-2, 0) vektorral, a térfogat ezzel nem
véltozik.

2
2
V= 27rf(4 —x?)dx =34 = 107,2.
0
1398. Egy 5 sugaru 2%’/5 magassagui henger térfogatabol kell kivonni a ,,gor-
be alatti teriilet” forgatasaval nyert test térfogatat.

5
6
V=503 5ﬂ—2ﬂfx6dx=427~3 Sy V=2302.

1399. Toljuk el az adott sikidomot a (—2; 0) vektorral, ekkor azy = 3x* — 27
egyenletli parabolabdl levagott szeletet kell megforgatnunk.

3 3
4
V=27Tf(3x2—27)2dx=187ffx4— 18¢ + 81 dv=2332 - 7 = 7329.

0 0
4

4 9
1400. A gomb térfogata 3 -3 =367, az ellipszoidé 2 f9 BT x* dx =
0

=487, a térfogatok ardnya 3 : 4.
1401. AKkét fiiggvény négyzetének a kiilonbségét kell integralni (—3)-t6l 5-ig.
7
V=631 = 1984.
5
1402. V= ﬂf(3x—x)dx =257.

0
1403. Aforgasparaboloid térfogata a /ﬁ sugary, 5 magassagu henger térfo-
gaténak a fele. Integrallal:
5

V=7z’f2xdx=257r.
0
1404. Egy csonkakup térfogatabdl kell kivonni a ,,gorbe alatti” sikidom meg-

forgatasakor kapott test térfogatat.

4420+ 100

471'—7T/}(2+1)2dx—93271~2949
3 o BEET s
-1

1405. Ugyanaz, mint az el6z6 feladat.
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1406. Az adott parabola az 1 és a — 5 abszcisszdju pontban metszi az x ten-
gelyt. Toljuk el a (2; 0) vektorral, ekkor a kapott parabola egyenlete y = 9 — x°.
A keresett térfogat:

3

V=r f (9 —x*)* dx = 2507. Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk
-3
0
aV=r f (— x* — 4x + 5) dx szamitassal is.
-5
1407. Aparabola egyenletéty = ax® + bx + ¢ alakban keressiik: Az adott pon-
tok koordinatdinak a behelyettesitése utdn a ¢ =9, 2a +b=-8, a—b =11
egyenletrendszert kapjuk. Ebbol a =1, b= —10, tehat az y=x*—10x + 9 =

=x-1)(x-9) egyenletﬁ parabolardl van sz6. Toljuk el ezt a (—5; 0) vektor-
ral, ekkor az y =x“ — 16 egyenletd paraboldhoz jutunk.

4
4
V= 27Tf(x2 —16)° dr = 1092 - 7 = 3431.
0

1408. Toljuk el az adott parabolat a (—5; 0) vektorral. Most az y = ax* — 7
egyenletbdl

7
a=—z (a parabola a (—5; 0) pontra illeszkedik!), tehat

5
V=27Tf

0

L 72dx—2611 821
25~ -0l =Ll

5
1409. Vehetjiik az adott parabola helyett azy =5 — axz egyenletli parabo-

10
lat. Ennek a P(3; 0)-beli érintgje az y =10 — 3 X egyenletli egyenes. Ez a

Q(10; 0) pontban metszi az ordinatatengelyt. A POQ haromszog x tengely ko-
riilli megforgatasaval egy v = 1007 térfogatt kup keletkezik, ezért a keresett tér-

fogat
3 2

5
V=21)—27ff[5—§x2] dx =1207.

0
1410. Toljuk el a vizsgélt sikidomot a (—4; 0) vektorral!

2 2
512
V= ZEf(S—ZXZ)Z—(4—x2)2dx=6ﬁ/(4—x2)2:?ﬁx321,7.
0 0

1411. AP(2; 12)-beli érint6 a Q(1; 0) pontban metszi az x tengelyt.
2

V=7Tf9x4dx—V

kip>
0
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ahol a kap sugara 12, magassaga 1, tehat térfogata 487. Igy

6
V= 5 487 — 487 = 9,6 = 30,16.

1412. A parabolaszelet teriilete a megfelel6 téglalap teriiletének 3 része:

2 2
12 = 3 ? c % ebbdl ¢ = 3, tehat azy = 9 — 9* parabolardl van sz6.

1
2
V= 2nf(9 — ) dx = 1627rfl -2 +xtde = 86§n ~ 271,4.
’ 4
1413. A hiperbola egyenletébdl y* = 6] x* — 4, ezért

V= ﬂffx —4dx—116f7[ 364,9.

5 4
1414, V=ﬁf(x3—2)2dx=273 27 ~10,18.

0
1415. Toljuk el az adott parabolat a (—1; 0) vektorral, ekkor az y = 4 — x*
2

egyenletli paraboldhoz jutunk. V' = 34 G 7 ~107,2.
1416. Az adott gorbék metszéspontjai: A(1; —2), B(2; —1).
2
2
V= 71'>/‘(2x2 =5c+ 1) = (x—3)dx = 1Eﬂ = 3,560.

1

61, B(14;6) és

1
1417. A harom egyenes paronkénti metszéspontjai: A [3 >

C(7;13). Az ABC haromszog megforgatasaval 1étrejott test I térfogatat meg-
kapjuk, ha két csonkakup térfogatanak az 0sszegébdl kivonjuk egy henger tér-

fogatat. A csonkakup sugarai: 6 és 13, magassaguk 3 > illetve 7; a henger su-

gara 6, magassaga 10 DR

1
V=990 B 7w — 3781 = 612,57 ~1924.

. S
1418. V=7rfx—x6dx=ﬁxl,122.
0



Integralszamitas 341

1419. Az adott egyenes az A(—5; 0) és a B(4; 3) pontokban metszi az adott
kort. A kisebbik korszelet forgatasakor 1étrejott test térfogata:

4

Vi=nm /25—x2dx—V

wap = 16271 — 271 = 1357 =~ 424,1.

-5
(Itt a kap sugara 3, magassdga 9.) — Ha a nagyobb korszeletet forgatjuk meg,
akkor a teljes gdmb 4ll el6:

2
Vy=166 7 ~ 523.6.
1420. 2r.
7[2
1421. —.
4

T
1422. Az y = cos [x— ?] gorbe az x tengelyt az origbhoz legkdzelebb az

T St 1
n=-= ésazx,= N abszcisszaju, az y tengelyt azy = > ordinataju pont-
) T T T o7 o
ban metszi. (x,-et az x — 3T X,-tazx — 373 egyenlet megolddsabol

kaptuk.) Forgassuk meg az x tengely koril az el6allé nagyobb sikidomot, vagyis

St
azt, amelyet az x tengely [0; ?l, az y tengely |0; E] szakasza €és az

T 5w
Yy = cos [x - 3] [0 <x=< = gorbe hatarol. A forgastestek térfogatképlete

szerint
B3
st N 1 o 2 )| °
. 6 2 - N x 5 sin 3
—ﬁf cos” | x 3 =7 5 =
0
0
_5712+710+71' ﬁ_5ﬂ2+/§n_48
12 4 4 2 12 g
T . ?
A iy 0| intervallumhoz tartozo6 test térfogata: v = >~ V=0,1,

2
b
ahol a - értéket (egy fél koszinuszhullam megforgatasaval 1étrejott test tér-

fogatét) az 1421. feladat eredményének megkétszerezésével kaptuk.

4
1423. I'= 3 ab’r.
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1424. Ha a feladatban adott végtelen forgasfeliiletet elmetssziik valamely, az
x tengelyre az a, illetve a b abszcisszaju pontban merSleges két sikkal, akkor a
keletkezett forgdstest térfogata:

b b

T T
V=7rf(x—1)3dx=Z (x—1)4] =I[(b—1)4—(a—1)4 .
b/
Haa=1, b=2, akkor V=?;
T 157
ha a=2, b=3, akkor V=Z(16—1)= 1
T 651
ha a =3, b=4, akkor VZZ(81_16): 2

M¢ég egyszeriibb a megoldas, ha az adott gorbét s sikokat az x tengely mentén
egy egységgel negativ irdnyban eltoljuk, ekkor ugyanis. az y* = x* gorbérdl lesz
sz0, és

b

V=7rfx3 dxz%(#—ﬁ“).

a

1425. Ha felcseréjiik az x és az y valtozot, akkor az x tengely koriil kell for-
gatnunk, ami mindjart konnyen kezelhetGvé teszi a feladatot.
a) Egyr =3 sugard,m =8 /5 magassagu hengerbdl hianyzik két végén
2 2
X

egy-egy forgastest, amelyeket az 6" 9 =1 gbrbe

(— 42 <x <42 forgatésival dllithatunk el&.

b) Cseréljiik fel a valtozokat! Ekkor azy = t/xi2 — 4 gorbe és az x ten-

gely 4altal hatérolt sikidomot az x tengely koriil kell megforgatnunk.
A kapott fiiggvény paros, ezért célszert a [0; 8] intervallumra alkal-
mazni a forgastest térfogatképletét:

2

8 8
V=2;zf(3/x7—4>dx=2nfi/x7—83/x7+16]dx=2n
3 24 8§ 2'x
- 162 = e = = 184,

0 0
7 5 35 35
c) V=107.
2
x
d) A valtozok felcserélésével kapott y =a — — parabola ésy =a —x
a

egyenes az (a; 0) és a (0; @) pontban metszi egymast, tehat
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2

V=7Tf[a—x72] dx—nfa(a—x)zdxz
0

[
a——|—(a—x)

a‘r

dx=——.
5

:”f ;

0
e) lasd az a)-hoz fizott megjegyzést. V' = 6,14.

1426. Egyenes korkup keletkezik, sugara 2,5, magassaga 5, alkotdja 5,6 egy-

ség. A feladat integralszamitassal is, de anélkiil is kdnnyen megoldhatd.

r’h
2
Eszerint a pohérban az eredeti P = r*h vizmennyiség és K kiilonbsége marad.
Mivel P =2K, a poharban maradd viz az eredeti mennyiség fele, vagyis
r’rh
2
1428. Ez a feladat pl. a térfogatfiiggvény vizsgalataval oldhaté meg. Jeloljik
az x abszcisszdja K ponton 4thaladé keresztmetszet teriiletét 7(x)-szel. Mint-
hogy az OCLA ~ KCM A, azt kapjuk, hogy
OL-KC 2130 —x)
oc 30

1427. A forgasparaboloid térfogata fele a koré irt hengernek. K =

V=K-=

DE = MK =

=21 -0,7x. Ebbdl

2 2 ,
T() = DE-MK= (21 -0.70)"

Jelentse V(x) azt a térfogatot, amely az adott testbdl a DME sikmetszettel leva-
gott testhez tartozik, €s vizsgaljuk ennek a ndvekményét, ha x-rél valamely
(x + Ax-re térink at: V(x + Ax) — V(x) egy olyan test térfogata, amelyet két
parhuzamos sikban fekvd parabolaszelet, egy egyenld szaru trapéz (az xy sik-
ban) és egy gorbe feliilet hatarol. Ez a test helyettesithet6 egy vele azonos Ax
magassagu, az itt szereplokhoz hasonld (egyenlé magassagu és szélességii) pa-
rabolaszelet alapti hengerszer( testtel, amelynek térfogata megegyezik vele,
alaplapja pedig valamely, x és x + Ax kozotti & helyhez tartozé keresztmetszet:

Vix + Ax) — Vx) = T(E) - A.

Ebbdl, Ax-szel osztva, és elvégezve a Ax — 0 hataratmenetet, azt kapjuk, hogy
V' (x) = T(x), vagyis, mivel

2 2 2
T() = (217 = 29,4x + 0,490,

2(_ , 0,49 .
V(x)=§ 217 x— 14, Tx"+ 3 x +c.

Hax — 0, akkor V(x) — 0, ebbdl koévetkezik, hogy ¢ = 0. A széban forgd test
térfogata az x = 30 értékhez tartozik, vagyis

2
V'=V(30) = 2 30(21° ~ 1473 +493) = 20 147 = 2940,
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Fenti gondolatmenet helyett (kevésbé pontosan) azt is szokds mondani, hogy a
30

T(x) fiiggvényt kell 0-tdl 30-ig integralnunk: V' = / T (x) dx.

0
(Ha kupszert testekkel dltaldnossdgban is foglalkoztunk, akkor egyszertibben:

12 1
V=3 230 = 2 Ty - 0C=2940)

Mas alkalmazasok

m
1429. a)v=at +v,= 8t + 100 —;
s
b) s(t) = 4t* + 100t — 600 m;
c) t, = =30; t, = 5. Fizikai értelme (a kezdGsebesség miatt) csak £,-nek
van.

1430. Mivelv =, cos wt, ésx(0) = 0, az x(¢) kitérésfiiggvényt integralassal al-
lithatjuk el6:

by .
a) x(t) = - Sin wt.

2r
b) A periddus: p = —; az dtlagsebesség (annak szokdsos definicidja
@
értelmében):
Ed
2w
2 vy .. . 2
Vg, = 2 v -cosatdt|: — = — [Sln a)t] 200+
' 0 o @
z 2w

2w
Az integraljel el6tti 2 szorzd az abszolutérték szerepeltetésének kovetkezmé-
nye; elég ugyanis egy fél peridduson vizsgalni a megtett utat (kitérést).
1431. A [0, 1], illetve a [3, 4] szakaszon végzett munka:
a) 1, illetve 1;

b ! illetv 31
)2,lee i

! illet 121
c)3,1eve 3

1432. A feladatban megadott F(x) fiiggvény a széban forgd intervallumnak
csak egy részén pozitiv, ezért (hacsak nem értelmezziik a negativ munkat, eb-
ben az esetben az 6sszmunka 0-val egyenld) F(x) abszolatértékével kell dolgoz-
nunk. A gyakorlatban ez az intervallum két részre bontésat jelenti:

s

b 2
W= f|10cosx|dx=2f10cosxdx=20[sinx]05=2o.

0
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1433. Az er6 ardnyos a kitéréssel, azaz F(s)=—D-s, a munka pedig
0,04 0,04

W= f |-D-s|ds= =8D-10"*J. A D értékét abbol kapjuk meg,
0 0

hogy 1 N er6 hatasara 0,01 m lesz a megnyulas. Tehat W= 0,08 J.

1434. A feladatban levs lancot képzeljiik el fiiggbleges helyzetben, pl. ugy,
hogy egyik vége a csigan, a mésik a f61don legyen. Valamely tetsz6leges x, mély-
ségben lev6 Ar hosszlisagl lancdarab felemelése

MW=(>1-E&)50 A, (x,=<& <x,+ )

munkavégzéssel jar. Ebbol

S2
D—
2

AW
W) = lim —— = (I=x)-50, & Wx)=(-2)50.

Integrélassal azt kapjuk, hogy W(x) = 500x — 25x°.

Az egész [ =200 (m) hosszlisdgu lanc felcsavarasahoz sziikséges munkameny-
nyiség:

W(l) = 251 = 10° (Nm).

1435. Egy Ax magassagu, x, mélységben levd csonka kip helyett vele egyen-
16, AV = T(§) - Ax térfogati hengert vizsgalunk, ahol T(x) az x mélységben vett
keresztmetszet teriilete ésx, < & < x, + 4.

Ezt a vizmennyiséget & magassagra kell felemelni. Ekkor a végzett munka:
AW = W(x, + Ax) — W(x,) = & - T(§) Ax,

ahol W(x) az x mélység folotti vizmennyiség kiemeléséhez sziikséges munka.
A levezetés a tovabbiakban a szokasos:

AW
o =& T W) =x T, W) =x T,

Kuprol 1évén sz6, T(x) konnyen meghatarozhato:

Ty (H-x ’
Rz | H |’

R’rm 5
T(x) = 7 (H—x)~.
Eszerint

2 R’m
W (x) = e x(H—x)Z:?(Hzx—ZHx2+x3),
Rz |(H* , 2H , 1,

W(X)— H2 T'X_TX +Zx +C,
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de ¢ = 0, mivel W(0) = 0. A keresett W(H) érték pedig:
W(H) = R |~ 12— 2 124 1 Roxtl?

H)y=Rm| g =g i i =—p—
A most €s kordbban mar tobbszor leirt eljarast fizikai szamitasok esetében al-
talaban ma kovetkezdvel helyettesitik:
Az x mélységben levd Ar magassagi csonka kipban levs AV = T(x) - Ax viz-
mennyiség kiemeléséhez

AW =x-T(x) Ax

2
munka sziikséges, ahol T(x) = N2 (H —x)?%, vagyis
R
H2

AW =

x(H —x)* Ax.

AW-t kell integralnunk (6sszegezniink) 0-t6l H-ig, tehat a keresett W munka
a kovetkezd:

H 5 H
R°rm R 7
W=/ 3 x(H—x)zdxz—zf(Hzx—ZHx2+x3)dx=
H H
0 0
Rz (1 s 2,1 R*rH?
= —H'-—H'+—H"|= .
H? |2 3 4 12

1436. A kifolyasi id6t az

h h
Tdx dx 350
I= | ———=350 [ —— ="~ /2gh
Oftﬂ 2gx Of,/ng g “

integrédl adja meg; a = 0,4m, g = 9,8 m/s> helyettesitéssel:

35 5-280
I= 5o J/2:98040 = == =100 (s).

h

. 5 ) ah®
1437. a) O, = lim Zay- 4y = /ay Ay =—.
Ay—0 3
0
b) Cseréljiik fel az x és az y tengelyt, ekkor szerepet cserél a és A is, te-
ah
hat: @y = T .
1438. a) Itt az x tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékot az
b
O, = lim Zy*xdy = fyz xdy
Ay—0
0
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a
integral adja, ahol x =a — N y. Az x-nek ezt a kifejezését © -be he-

lyettesitve, konnyen kiszamithatjuk a keresett nyomatékot:

b b b4 b4 . b3
6.= [yla-Tlr=7 [ -yir=F|5 - |="
A b b b3 4| 12
0 0
b) Hasonl6an, a két tengely felcserélésével azt kapjuk, hogy

a’b

6 =
12
2 2
- 2o a4, 32
1439. [ = /x ydx—fx dx—?—6,4.
0 0

2

1440. EzR%.



