lll. Vektorok

Vektorok 6sszege, kiilonbsége és vektor szorzasa Il
szammal

2282. a) egyenld vektorok: f=c¢; b) ellentett vektorok:
a+d=0,b+e=0,g+h=0.

2283. LegyenZB=a;ﬁ’=b;6)=c;§4=d;TC=e;
BD=f a+c¢=0,b+d=0,
at+b+c+d=0,a+f+d=0,c+d+e=0.
2284.a)g f+a b)h——f -a c)k——2g+i
2285. a) AC AB+BC b) AB+CB AB+DA DB

—_ —> —> —> —>

C)AC+BD AB+BC+BC+CD AB+ BC+ BC— AB =
—ZBC d)C73+FC+TC AC+ CB+DC =AB+DC =
=24B; ¢) AC— BD 24B.

2286. a)c—a—AC—d, b)a+b—c=61)7=a=a—e;

c)a+d—c—b=c—c—b=—b=EG);

dja+b—d—-e=a—d+b—-e=—-2e+b—e=—-2e+2a=

— KH. w
2287.egyen az AB szakasz felezGpontja H, az S silypont H b A

pontra vonatkozo tiikorképe S’ pont. Felhasznaljuk, hogy S har- a
. — 1 — s —>
madolja HC-t = HS—;SC és §'S = SC.
a) SA+SB+SC=S85+SC=0; b) SA— SB=BA,;
¢) SB—SC= CB d) SA+SB SC=SS—8C=—25C.
2288. a) OA + OB OO ahol o pont az O pont AB egye-

nesre vonatkozo tiikorképe. b) OA OC CA

2289. Az ibran vizolt a és b egy lehetséges megoldas, mert |a| =
2290. Az ibrin vazolt a és b egy lehetséges megoldas, mert |a| =
2291. g)a+b+c=v;b)a+b+c=—-v.

b
a ¢ a b
b a v
v v =
c c
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2292. 1.eset: |a| =|b/|, a és b vektor nem parhuzamos. A

aralelogrammamodszer szerint a +b és a — b vektor egy
Fa =|b Foldalu rombusz atléi. = a+b L a—b.
2. eset: |a| =|b| ésa|b=a=bvagya=—b. Haa=b,
b = akkora+b=2aésa—b=0=a+b la—b=0 Haa=
| = ath S = —b,akkora+b=0ésa—-b=-2b=a+b=0_La—b.
2293. l.eset: a+b#0,a—b#0ésa+bla—-b=>A
aralelogrammamodszer szerint a +b és a — b vektor egy
F |=1b Foldalu rombusz atloi.
Ju 2.eset:a+b=0=a=—b=|al=|b|.
3.eset:a—b=0=a=b=|a|] =|b|.
2294. 1.eset: a # 0,b # 0 és a L b. A paralelogrammamadszer szerint a+b és a — b egy
téglalap 4tloi. = |a + b| =|a—b].
2.esetta=0=a+b=bésa—b=—b=|a+b|=|a—Db|.
3.eset: b= 0=>a+b—aesa—b—a=>|a+b| =la—b|.
2295. 1. eset: a + b és a — b vektorok nem parhuzamosak és |a + b| =|a — b|. Ekkor a para-
lelogrammamd@dszer szerint a + b és a — b egy téglalap 4tléi. = a L b.
2.eset: (a+b)|(a—b)és|a+b|=|la—b| =vagya+tb=a—b=b=0= a L b vagy
a+b——ﬁ bf=>a—0$aJ_b
2296. |a| = |b|, a és b nem parhuzamosak => a + b és a — b vektorok az a és b altal kifeszitett
rombusz atlévektorai, amelyek felezik a rombusz szogeit = (a + b) | £, illetve (a — b) | £,
A megoldas k - (a + b) vektor, ahol k nullatdl kiillonbozé valds szam. Végtelen sok megoldas
van.
2297. AB=DC,azaz OB— 0A=0C - 0D = OB+ OD = 0A + OC.
2298. a=—a=a +a=0= a=0. Anullvektor egyen16 az ellentettjével.

2299 a) Barmely negy pontra AB AB+BC+CD=AC+CD = AD

b) AC+BD AB+BC+BA+AD AB+BA+BC+AD 2AD= AC + BD = AD + AD;
c) AD+AC BC+AC BC+AB+BC AB+BC+BC.

_ — @ —> —>

2300. d= 0D =04+ AD=0A+BC=a+c—b
2301. @) OC= OB+ BC= 0B+ 2BP= 0B+ 2(0P— OB) = OC =b +2(p —b) = 2p — b.
b)TC=TO+5€>‘=—a+2p—b.

2302.a+b+c=%(?€'+a+TB>=%-0=0és

R x=c+2a+b=(c+a+b)+a=0+a=a. Geometriai
jelentése: a haromszog kozépvonala parhuzamos a nem fe-
lezett oldallal, €s fele olyan hosszu.

2303. Az dbra ]elolesel szermt U es P, Q és R, S es T

,szomszédos csucsok”. BP CQ, CR AS BU AT

0 egyenlosegeket felhasznalva 7P E’ Eﬁ Eé Z’ és
QR CR CQ AS CQesST AT AS=>UP+QR+
+ST=0 = A QOR, ST, UP szakaszokkal parhuzamosan

szerkeszthet6 OR, ST, UP oldali haromszog.
2304. A vektorosszeadas kommutativ. = A négy vektor
T Osszege minden esetben nullvektor. = A négy vektor
U négyszoget alkot.
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[2304/11. |
C

’ 11
/ \
/ \

/7 7\
FAR / \ VL
4 \ \

1. eset: AD+DC+CB+BA 0. (L) 4. eset: AD+BA+CB+DC 0. (IV.)
2. eset: AD+DC+BA+CB 0. (IL) 5. eset: AD+CB+BA+DC 0. (V.
3.eset: AD + BA+ DC + CB= 0. (IIL) 6. eset: AD + CB+ DC + BA= 0. (VL)

2305. a — b L b. bésa— b egy derékszogli haromszog befogdi; a az atfogd, és [a|=2-|b]|,
ezért < (a; b) = 60°.

2306. A feltételnek eleget tevG vektorok egy szabalyos haromszog oldalvektorai, ezért a
szomszédosak egyméssal 120°-ot zarnak be.

2307. =| OC| és 0" az O pont AB egyenesre vonatkoz tiikorképe.

_— > ——>  ——> —> —>  —>  —>

OA + OB+ OC = 00+ OC = OC + CP = OP. Mivel 00’ 1 AB, ezért CP 1 AB= P pont rajta
van az ABC haromszdg m, magassagvonaldn. Hasonléan beldthatd, hogy P az m, és az m, ma-

—_— > —>  —>

gassagvonalnak is pontja = OA + OB+ OC =0OM, ahol M a héromsz(')g magasségpontja
2308 Legyen AB—a AD = b es AE =c. a)AF—a+c—DG AC—a+b EG
AH b+c—BG BE—c—a—CH BD = b—a—FH DE=c—b= CF
b)AG—a+b+c EC—a+b—c DF—a—b+c BH——a+b+c

2309. AHZZZ; AC=2y; AF=2x; FH=22—2X; CHZZZ—Zy; F5=2y—2x.
a)E=ﬁ+ag=y+%Eﬁzy—z+x,E=E+@=y+%E-I)Zy+z—x,

— —_— ——> 1 —
AE=AH'+H'E=1+5 CF=z—-y+x;
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b)AG AC+CG 2y+z—y+x—x+y+z CE = CA+AE——2y+z—y+x—

=x—3y+z DF = DH+HF-z—y+x+2x—22—3x— —z, BH=BF+ FH =
=z—-y+x+2z—-2x=-x—y+ 3z
2310. A 2309. abra jeloléseit hasznaljuk. Az x, y, z vektorok altal kifeszitett tetraéder a koc-

kaba irt AFHC szabdlyos tetraédernek az A kozépponti A = % aranyd hasonlésaggal kapott
képe. = élei 60°-o0s szoget zarnak be = < (x;y) = L (y; z) = L (x; z) = 60°.

2311. Legyenzl)%—a A—é bés A—5=c. B—E'=b—a; B_5=c—a; C—5=c—b.
2312. C_ﬁ—a AD b; FD—c Zé=c—a= ITE'; EE=c—b=F;l;
DE——a—b+c—FB

2313. Legyen AB = a; AD = b és AE = c. a)Jat+tb+tc= A—é, kockacstcsba mutat.
b)a+b—-c= EC)’, nem mutat kockacsicsba. ¢)a+c¢= ZIE, kockacsticsba mutat.
db—-—b=0= Z)A, kockacstcsba mutat. e) a — b= BIE, nem mutat kockacstcsba.

fla‘tb+c—a=b+c= E—I), kockacsticsba mutat.
2314. Pé¢ldaul egy kocka egy csticsbdl induld harom élvektora esetén két élvektor Osszege egy
lapatlo Vektor arnely meroleges avele kozos csticsbol 1ndulo harmadlk elvektorra

2315. OA—a OG——a OB =b = OH——b OC—c OF = - c; OD=0C + CD =
= OC+BA=c+a—b; 0F=b—a—c.

2316. AB =BC, OB oldal k6z6s és AOB < = COB ¥ =90° = AOBA = BOCA = OA =
= 0C = AOCA egyenld szaru derékszogl haromszog. Hasonldan igazolhatd, hogy AOBA és
BOCA is egyenls szard derékszogh haromszog. Az OA, OB, OC egyenls hosszisagi, pa-
ronként merdleges vektorok olyan kockat hataroznak meg, amelynek az adott tetraéder élei a
lapatloi, az O ponttal étellenes cstcsa pedig D = OA + OB+ OC = OQ + OC = OD.

2317. 2a; 1,5a; 3a; — > egylranyu az a vektorral. (—2a); (—2,5a) ellentétes iranyt az a vektor-

ral. A szerkesztendd vektorok hossza 2-szerese, 1,5-szerese, 3-szorosa, 2,5-szerese, illetve fele
az a vektor hosszanak.

b 4 b 4
2318. 2b; 0,5b; ?; 3 b; 7 egyiranyu a b vektorral. [—g b]; (—b) ellentétes iranyd a
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4
b vektorral. A szerkesztend$ vektorok hossza 3 -SZOro- b lafb
4 |bja+]alb Jow
sa, 2-szerese, fele, harmada, g—e, 1-szerese, illetve 3
negyede a b vektor hosszanak. [bla
2319. 2320. A feladatok megoldasat az olvaséra I"
bizzuk.

2321, AB+BC+ CD=AC+CD=AD ésA(DE + EA)=A-DA= AD =A-DA= A=—1.
2322. Legyen az a vektor hossza a és a b vektor hossza b. A |b| - a vektor hossza b - a, iranya

egyezik a vektor iranyaval. Az |a| - b vektor hossza a - b, iranya egyezik b vektor irdnyaval. Az a

és a b vektor nem parhuzamosak. = |b| - a vektor sem parhuzamos |a| - b vektorral. A két nem

parhuzamos, egyenl6 hosszusagu vektor 6sszegét egy a - b oldali rombusz atldja hatarozza meg.

Ez az 4tl6 parhuzamos az a és b vektorok szogének szogfelezgjével.

Vektormliiveletek alkalmazasaval bizonyithaté allitasok

1 —

2323. 0F=OA+AF=OA+E AB=OA+E (OB—OA>=E OA+5 OB, azaz
a b a+b

=—+—=
f=27"27""7
Y > > > 1> —» 1 (> —» 204+OB 2a+b
2324. 0H=OA+AH=0A+§AB=OA+§(OB—OA)zi,azazh= —
—_— —> —> > 2 — — 2 (— — 6)4-1—251)3 a+2b
0G=OA+AG=OA+§AB=0A+§<OB—OA)= azazg = ———.
— —  — — /1 — — — —
2325. AP :PB=A:u; OP=0A+AP=0A+ AB= 04+ (oB-04) =
A+ u A+
1-OA+ A-OB s-a+A'b
=————,azazp=———.
A+ u P A+ u
— — — 1 — — a—b
2326. OP=3a—2bésOQ=—Za+bésOF=E<OP—OQ):>f=T.

2327 f_a+b_f_b+c' f_a+c C?—f _a+b—2 =
=t 2 s fa T 2 > b 2 . = I—C=
b+c—2a — atc—2b —> — —
:f;BFb=fb—b=f;CFC+AF“+BFb=0.

Tehat a CF,, az AF, és a BF, sulyvonalakbdl a kivant médon
haromszog szerkeszthetd.
2328. OA=a; OB=b; OC =c¢; AB felezbpontja F= OF =

at+b . Py b+c
=f=———; BC felezpontja G = OG =g = 5

2
— ct+a
CA felez6pontja H:>OH=h=T; f+g+h=a+b+ec.
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a.+ a;

2329. Legyen OA—a és a felezéspont F;, amelyre OF f, (1<i<n). f=— 2’“
l<isn—1)és f =t g g b ppo i Bra A bA,
(I<isn—1) és £ = 5 ittt =— 5 5

a,+a,

5 =a +a,+..+a,.
) . p . 2a;+a;
2330. Legyen OA;= a, és a harmadolépont H,, amelyre OH, =h, (1<i<n). h,= 3
2a,+ a, 2a,+a, 2a,ta, 2a,_,ta,
(1<i<n—1) és h,= =h, +h,+.+h,= + +..t 4
3 3 3 3

2a,+ a,

—5 T Tatat.ta,
2331. Felhasznéljuk: a stlypont a stlyvonal csticst6l tdvolabbi harmadol6pontja. 51?2 f=

a+b

_a+b,ag_ _2f+c_2' +C_a+b+c
Ty SWESETTS 3 - 3
2332. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. SA+SB+SC=0A4-0S+0B— 08+
e a+b+c
+OC—OS=a—s+b—s+c—s=a+b+c—3s=a+b+c—3~f=0
2333. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. E+E/+EE 5} OA + OY - OB +
+0Z-0C=0X+0Y+0Z - (OA+0B+OC>—3 00 -3 08 = 3SQ

2334. legyen HeAB és HA:HB=1:2; GEBC és BG:GC=1:2; FECA és CF:FA =

2a+b
=1:2. Legyenek az A4, B, C, F, G, H pontokba mutat6 helyvektorok a, b, ¢, f, g, h. h = 3 ;
2b+c¢ 2c+a .
g= 3 ; f= 3 Legyen az ABCA S silypontjaba mutat6 vektor s, az FGHA T sily-
. h+g+f 2a+b+2b+c+2c+a a+b+ec
pontjaba mutaté vektor t. t = 3 = 9 = 3 =s.

2335. Legyenck a hatszog csicsai a felezGpontokkal azonos koriiljarasi irdnyban X; Y; Z; P;
0: R és legyen XY felezGpontja d. OA = (ox+ov); oC= > (0Z + op);
OF =~ (00 +OR); 0OB= 5 (ov+o0z); obD= > (0P +00); OF = 5 (OR + 0X).
— 1 —> — —
Legyen az ACEA sulypontjaS, a BDFA stlypontja 7. OT = 3 <OB + OD + OF) =
1 — e —> — — —
== (0Y+0Z+ 0P+ 00+ OR + 0X) =
1 — — — —>
-5 04+ 0C+0E) =05 =»1=5.

2336 Legyen O a helyvektorok kozos kezdopont]a 04 = a;

OB= b; OC =c. A2307. feladatban lattuk, hogy OM =a+b+ec.

—> a+b+ec 1 —
A 2331. feladatban lattuk, hogy OS = 3 - gOM =
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= 0S és OM egyallasu vektorok = S; M és O egy egyenesen

—> 1*>
vannak OS = EOM =>MS:SO=2:1.

2337. Legyen a koriilirt kor kozéppontja a helyvektorok kozos

kezdGpontja. OA =a; OB=b; OC=c. A 2307. feladatban

- > — at+b+c
littuk, hogy OM =a+b+e=OF=——"—. la| =[b]

miatt OA + OB =12 &), ahol az X az AB szakasz felezGpontja.

— atb — — — a+b+c atb ¢

OX = > XF=0F-0OX=———— =—. Ha-

2 b 2 2
—> a —>

sonldan belathato, hogy YF = 5 és ZF = 5 A koriilirt kor

kozéppontja O, ezért |a| = |b| = |c] :>|?I*)‘| =|17I~>‘| =|2I*)‘| = 4

R
=5 ahol R a koriilirt kor sugara. Megjegyzés: Ez a kor az ABCA Feuerbach kore.

2338. Legyen a kortilirt kor kdzéppontja a helyvektorok kozos kezdGpontja. 04 = a; OB = b;

— — a+b — —> a+b+ec
OC=c¢; OX= — A 2307. feladatban lattuk, hogy OM =a+b +c= OF = —
— —  — a+b+c a+b
Legyen X’ az X pont F-re vonatkozd tikorképe. OX'=2-OF - 0OX=2- > e
a b B e OM+0C a+b+c+e
=7 + > + c. Legyen X" az MC szakasz felez6pontja. OX "= 2 = 2 =

a b —
=7 + > +¢=0X = X'=X" = Az X pont F-re vonatkoz¢ tikkorképe az MC szakasz felezs-

pontja.
2339. Legyen a korilirt kor kozéppontja a helyvektorok kozos kezdGpontja. OA = a; OB = b;
— — at+b — —>  —

OC=c; OXzT; MC=0C—-OM=c—(a+b+c¢)=

— — 1
=—(a+b)=MC=—-20X = M-t A= 5 aranyd, OM-

nek az O-hoz kozelebbi harmadolépontjara vonatkozo kozép-
pontos hasonldsag viszi 4t az X oldalfelez6 pontba.

2340. Legyen O a korilirt kor kozéppontja, M a magassag-
pont és I az OM szakasz felezéspontja. A 2337. feladatban lat-
tuk, hogy FX = FY = FZ = R :2. A 2338. feladatban lattuk,
hogy X, Y és Z pontok F-re vonatkozo tikdrképe felezi az MC,
az MA és az MB szakaszokat. A fentiekbdl kovetkezik, hogy az
X, Y, Z oldalfelezéspontok és az X', Y, Z’ szakaszfelezéspontok
rajta vannak az F kozéppontu, FX = R : 2 sugart koron. XX’
atmérGje ennek a kornek. A magassagok talppontjai vagy egy-
beesnek az oldalfelezé pontokkal, vagy X'7X<C = 90° miatt a
Thalész-tételt alkalmazva a magassagtalppontok is a fenti kor
pontjai.
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2341. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. 54:= a; 0731= b;; &')F ¢ 54;= a,;

— — — a;+b+¢, — a,+b,+¢, — a+a, — b+b,
OB,=b,; OC,=c¢,; OS,= 3 ; 0S,= 3 és OF,= > ; OF, = 5
a +a, N b,+ b, N ¢, +c,
— c¢;+¢, — 1 (a,+b,+c a,+b,+c
OF=-""2.05=—2 2 PR R R R R
3 2 3 3

1 — —
=5 (0S8, + 0S,) = Sftelezi az S, S, szakaszt

— a+b+c+td — a+b+c+td — — — — a+tb+c+d
2342.05=—— —— &0S=—— ——.05=00+0§= 00+ —— ——
00+ a)+ 00+ b)+ 00+ ¢)+©O0+d) a+b+c+d —
= = —0S=5 =5

4 4
2343. Legyen O a helyvektorok kozos kezdGpontja. AB felezGpontja E; BC-é F; CD-¢é G;
— — — — — a+b — b+c — c+d
DA-¢ HH OA=a; OB=b; OC=c; 0D=d.OE=T; OF = 2 ; OG= 2 ;

a+b c+d
+

— d+a ) ) — P o atbtctd —

OH = — EG felezéspontja M,, OM, = > = 7 = OS. HF fele-
d+a b+ec

) . — ) + ) at+b+c+d — — —5> — )

zéspontja M,, OM,= > = 1 =0S. OM,= OM,= OS = EG és HF

felezéspontja azonos a négyszog sulypontjaval.

2344. 1egyenck a négyszog cstcsaiba mutatd helyvektorok rendre a, b, ¢ és d. Legyen az AC

— a+c¢c — b+d
atlo felezéspontja Fy, a BD atl6é F,. OF, = — OF,= — FF, szakasz felezéspontja F.

. a+c+b+d
—> OF,+OF. at+b+c+d —
OF =—1 2 __ 2 2 _ _

2 2 =Ty Tos=

=F=S.
2345. Legyenck azA4, B, C és D pontokba mutato helyvek-
torok rendre a, b, ¢ és d, az M-be mutat6 helyvektor m. A

2342. feladatban lattuk, hogy az ABCD négyszog sulypont-

. — a+b+c+d
jaba mutat6 vektor: OS = — A 2343. feladat-
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ban lattuk hogy a kozepvonalak metszéspontja a sulypont XAMD paralelogramma, ezért
MX=MD+MA é OX —-m=d-m+a-m=O0X =a+d— m; YBMC paralelogramma,

ezertFY %+VB€SOY m=c—m-+b— m=>OY—c+b m. Az XY szakasz K fele-
— OX+0Y at+b+c+d

zéspontja a paralelogramma kozéppontja: OK = > = > —m . Az MK sza-
at+tb+c+d
. OM+OK o mAE M a4 btctd
kasz felezéspontja F: OF = > = > = 1 =0S.

2346. Legyenck a A, B, F, A, B’, F' pontokba mutatd

helyvektorok rendre a, b, f, a’, b/, f". B

&» a+a (72 b+Db ﬁ/) 5;74—&; A
2 2 2 4 z
atb a'+b’ — — X 4
5 T 5 ata+tb+b O0X+0Z P
= 2 = 1 = > = Y pont B

az XZ szakasz felezGpontja. = X, Y és Z egy egyenesen vannak.

— a+tb
2347. Legyen az AC atlo felezGpontja F), a BD atlo felezGpontja F,. AF,=

— b+¢ — — — b+c¢c a+b a+c
AF2=a+T=>F1F2=AF2—AF1=a+ > — > = >

és

-
2348. ( felezi a PP’ szakaszt: ¢ = % =p=2—p

2349. A 2348. feladatban lattuk, hogy p,=2a—p; p,=2b—p,=2b—-2a+p; p;=
=2¢-p,=2c—2b+2a—p; p,=2d —p;=2d —2c+2b — 2a+p; b—a=c — d, mivel
ABCD paralelogramma = 2d — 2¢+2b —2a=2(d —c+b —a)=2(d —c+c—d)=0=
=Py =DP-

at+b b+c ct+d d+a
2350. f,= 5 f,= 7 f,= > f4=T.A2348. feladatban lattuk, hogy:
p,=2f,—p=a+b-pésp,=2f,—p=b+c—pésp;=2f;,—p=c+d—pés

p,=2f,—-p=d+a—-p=>PP,=p,—p,=b+tc—p—a—-b+tp=c—a é PP =
=p;—p,=ctd—p—d—a+p=c—a, tehit P P, = P,P,= PP,P,P, paralelogramma.

P,
b o [2350.]
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2351. Legyenck a tiikorképpontokba mutaté vektorok rendre p;, p, ..., p;. A 2348. feladatban
lattuk, hogy p,=2a—p; p,=2b—p,=2b—-2a+p; p;=2c—p,=2c—2b+2a—p; p,=
=2a—-p;=2a—2c+2b—-2a+p=-—2c+2b+p; ps=2b—p,=2b+2¢—2b—p=2c—p;
Ps=2¢ — ps=2c —2c+p=p. Tehat p,=p.

2352. Legyenek az A, B, C, D, E és F pontokba mutatd helyvektorok Z,E, Z’,»,E és ;‘

> Z + 5 > E + E > > > > > > E E Z + B

E= 5 F= 5 b=B—-A;, a=C-D; k=F-E=
B-4 C-D b a

T T T2t o

2353. Legyenek a csiicsokba €s az atlofelez6 pontokba mutatd helyvektorok Z,_), E, B,_E)
> > _1:1 + E > ﬁ + _5 — > > _é + B

és F.E feleziAC-t, ezért E = és F felezi BD-t, ezért F = .EF=F—-FE= 7
A+C B-A D-C AB CD N

B S + N + - AB| CD = AB és CD egyallast vektorok = EF

parhuzamos az alapokkal.
2354. Legyenek az 4,, By, C,, D, illetve 4,, B,, C,, D, pontokba mutaté helyvektorok

—_— > > —> . —_— > > —> —> Z + ) —> B1 + B2 . — Cl + C2

A, B,,C\,D,, illetve A4,,B,,C,,D,. F”:T és F,= > és F.= > €s

> D+D, —> —» —» C+C, B+B, C-B C—B, —> —> —

Fd: 1 2 FbFL-: = b: 1 2 _ 1 2 — 1 1 + 2 2 FaFd:Fd_Fa:
D+D, A+A4, D-A4  D,—A, ) )

= 5 — > = > + > . Mivel 4,B,C,D,, illetve A,B,C,D, paralelogram-

ma, ezért a - El = Bl —Z és a— 32 = Hz —Xz = ﬁ:: Fj’; = F,F,F.F, paralelogramma.

2355. Az ABC, a BCD, a CDA és az ABD haromszogeknek kozos a koriilirt kore. A 2307.
feladatban lattuk, hogy ha a koriilirt kor kozéppontja a helyvektorok k6zds kezdSpontja, akkor
a csucsokba mutatdé helyvektorok Osszege a koriilirt kor kozéppontjabdl a magassagpontba

mutaté vektor. Az ABCA M, magassagpontjaba mutato vektor: a/[j =a+b+c ABCDAM,
magassagpontjaba mutaté vektor: Wz =b+c+d. Az ABDA M, magassagpontjaba mutato
vektor: O—M)3 =a+b+d Az ACDA M, magassagpontjaba mutatd vektor: OT/IZ =a+c+d.
Az M M,MM,; négyszdog oldalvektorai: W;= WZ— Wj= b+tc+td—a—-b-c=
=d—a= IB; M,M,=OM,—OM,=a+c+d—-b—-c—d=a—-b= E‘l; sz Wz—
—04Mz=a+b+d—a—c—d=b—c=673;
WQzOT/IE—O*M::a-kb+d—a—b—c=d—c=
=CD. A magassagvonalakbdl alkotott négyszog oldalvek-
torai egyenl6k a hurnégyszog oldalvektoraival, ezért a két

négyszOg oldalai paronként parhuzamosak és egyenldk,
tehat a két négyszog egybevago.
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2356. Legyen a hurnégyszog kortlirt korének kozéppont-
ja a helyvektorok kozos kezdSpontja. A 2342. feladatban
1

lattuk, hogy 05 = 7 (a+b+c+d). Legyen O-nak S-re

— —> 1
vonatkozé tikorképe M. OM =2-0OS= ) (a+ b+c+d).

-—> a+d
Legyen E az AD szakasz felezéspontja. OE =

—_ — —> a+b+c+d—a—-d b+c —>
EM = OM — OF = = 5 és BC=

2
=c—b. Mivel |b| =|c| = r, igy (b + ¢) és (c — b) vektorok
merdlegesek egymasra.= EM 1 BC = M rajta van az E
felezéspontbol BC-re dllitott merblegesen. A tObbi esetre is

hasonl6an lehet belatni.
2357. LegyenZéza; AD =b és AE = ¢. ABCD lap ko- H G
at+b
zéppontjaba mutat6 vektor: ; ABFE lap kdzéppontja- E -
) atec . iy K

ba mutat6 vektor: ; ADHE lap kozéppontjaba muta- X o 2l 5

’ +c .. iz £ D M
t6 vektor: ; BCGF lap kozéppontjaba mutaté vektor: v C
b+c . atc
— DCGH lap kdzéppontjaba mutaté vektor: +b; 4 B

a+b

EFGH lap kozéppontjaba mutat6 vektor: +c.
2358. KB=x+y+z KF=x—-y+z KC=—x+y+z
KG=—x—-y+z; KA=x+y—-z KE=—x—y—1% ‘//
KD=—x+y—z KH=—x—-y—1Z. V‘

2359. Tekintsik a PQ testatlét. PX + PY + PZ = PQ.

[ s
PX+PY+PZ A',

Masrészrol f=PS az XYZA sulypontjdba

4
mutato vektor, ami benne van az [XYZ] sikban. = A testatld
P-hez kozelebbi harmadolépontja benne van az [XYZ] sik-
ban. Hasonl6an megmutathatd, hogy a Q-hoz kozelebbi
harmadolépont benne van az [ABC] sikban.
—> a+b+ec )
2360. DS =38S,; OS,= —3 % ABCA stlypontja-

nak helyvektora.
o atb+tc
0% 305, + 0D 33— Fd atb+c+d
B 4 B 4 B 4
Hasonl6an lathat6 be a tobbi stlyvonalra is.




350 Vektormliveletek alkalmazasaval bizonyithat6 allitasok

2361. Legyenek a csicsokba mutatd helyvektorok rendre a, b, ¢ és d. A 2360. feladatban 1at-

—> a+b+c+d - — — a+b+c+d 3a-b-c—d
tuk, hogy 05=f. SA=0A—-0S=a— 1 = 1 . Ha-
—~ 3b—-a-c-d —> 3c—-a—-b-d —> 3d—-a-b-c
sonléan:SBzf;Ssz;Ssz.
—> —> —> —> 3a—b—-c—d+3b—a—-c—d+3c—a—-b—-d+3d—a—-b—c
SA+SB+SC+SD = 1 =0.
2362. Legyenck az A, B, C, D csucsokba mutatd helyvektorok
— a+b+c+d
rendre a, b, césd. OS = — az ABCD tetraéder suly-
) — a+b+c — b+c+d
pontjanak helyvektora. OSD:T; oS A:f;
— a+c+d — a+b+d
0Sy= — OS.= — lapstlypontokba mutat6

helyvektorok. Legyen Q az S,S5S.S, tetraéder sulypontja.
06 - O+ 0S,+0S.+0S, 3a+3b+3c+3d

12
atb+tct+d —
== - OS=0=S.
2363. Nézziik a 2362. abrat! Legyenek a csticsokba mutato helyvektorok rendre a, b, ¢ és d.
—> a+b+c+d . -—> a+b
A sulypontba mutaté helyvektor: OS = — AB felezéspontja E: OF = , CD
. a+tb c+d
. —  c+d —> OE + OF ) + 2
felezéspontja F: OF = 5 EF felezéspontja P: OP = > > =
atb+c+d — .
=73 = OS = P = S = Asulypont felezi EF szakaszt.
2364. Nézziik a 2362. abrat! Felhaszndljuk, hogy S felezi EF-et és HG-t (lasd 2363. fel-
adat) = EGFH négyszog EF és GH atldjanak kozos felezéspont-
- A, ja S & EGFH sikbeli négyszog és paralelogramma.
A At Ay o A
2365. A= és B= = AB=B- A= .
Py As— 4, T 1~ 4
Hasonl6an: CD = = és EF = =

2
Ay A+ A, A+ A - A;) =0,

,i

= 4B+ b+ EF = 5
2366. AB+AC+AD+AE + AF = AB + (4B + BC) +
+(TB+EE+65)+<TB+EE+65+BL?>)+
(ﬁ?+?€+@+FE+ﬁ>=STB+3?C+3?D—STDaz
AB + DE 0 és BC + EF 0 osszefuggeseket felhasznalva
2367. QO QA +AO QO QA +A0 QO QA +A0

. 00=04+A4,0.2n 00 =04+ QA +..+ 04+ 4,0 +
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Sod— ! Il éd- I Il 1 S ed-
P T T P T T P

4 PF B  AF=FB 4 FeP B  AF-FB 4 F P B AF-FB

+A4,0 + ...+ A,0.® Mivel az AA,...A, sokszdg szabdlyos, O a sokszog stlypontja is egy-
ben.= 4,0+ 4,0+ .. +A4,0=0.

s 1
Ezt a ® egyenletben felhaszndlva: QO = — - (QA QA2 +..+04,).

— —> ——> > >

2368. AA,+ BB+ CC,+DD,=A,—~A+B,—B+C,— E+Bl D=(C,—A)+ (D,- B) +

+(A,— C) + (B,— D) = AC,+ BD,+ CA,+ DB,.

2369. 1.eset: L =0; AP=0=0-BP.

.ese: 0 < A <1; |TP|<|§’|.

.eset: A = 1; Nincs olyan P pont, amelyre AP = BP lenne.

.eset: 1 < A; |Z’|>|E’|

.eset: —1 <A <0; |Z’|<|ﬁ’|.

eset: A = —1; AP = BP.

eset/1<—1 |AP|>|BP|

2370. PA+2PB+3PC 0=>Z P-I-ZB 2P+3C 3P 0=>A+ZB+3C 6P:>
> A+ZB+3C

= P= — 5 A P pontba mutato helyvektor a fenti dssze-

fliggéssel szerkesztheto. c
2371. A, B,+ A, B,+..+ A B,=B,—~ A+ By~ Ay+..+ B, A, =

B, ~A)+ B~ A)+ ..o+ B,~A)=AB +A,B + .. +AB . *
Felhasznéltuk, hogy a vektordsszeadas kommutativ m{’ivelet.

2372. 04 + OB = 20F, ahol F felezi AB-t; OC + OD = 20G, ahol

G felezi CD-t. OF L AB, OG L CD és AB L CD miatt OGMF

téglalap. OA + OB + OC + OD = 20F + 20G = 20M.

2
3
4
5
6.
7.
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Vektorok felbontasa osszetevokre

2373. A sulyvonalvektor az oldalvektorok felének osszege.
2374. 2375. A feladatok megoldasat az olvasora bizzuk.
2376. Akért felbontast a 2376. abra mutatja. A szogfelez6

¢ : AP b bc ac

tételbdl tudjuk, h ——=—= AP = BP =
Ctelbol tudjuk, hogy PB a a+b a+b
e . x,] PB |x,| AP
} A parhuzamos szelSk tétele miatt =—; =—.
b c a c
y B 1 ac ab . b
P c |Xb|:b.?va+b:a+b cs szlxbl'ebzlxbl';:
_ 9 b @ Hasonléan belathaté, hogy x, =
=35 b a2+ ™ asonldan belathato, ogyxa—a+b a.
cP 9 pi L
X Xa a+b a+b a

2377. a) Az egyértelmii elallithatésag miatt @ =3 és2B+1=5=L=2. b)oa+—-1=0

1 2

és20-f=0=a=-=pF=7. Ja=p+léf=-(a-N)=a=1=4=0.
9 23

d)20-f-1=0é 3a+f+10=0=a=-c=pF=-—.

2378. AD + AD'=0=D kozéppontos titkkorképe A-ra D"
—» > AC+AB —» —» —» AC+AB > AC+34B
D’A=AD=T; DB=DA +AB=f+AB=#.

1
2379. m=—3b+a.

2380. AB=b - a. A, B és C egy egyenesen vannak, ezért

c BC és AB (#0) egyallasa vektorok. = Van olyan A € R,
hogy ﬁ&/i-zz?:/i-(b—a); c=b+ﬁ'=b+/1-(b—a)=
D =(A+1)b—-AJAa; B=A+4+1 é a=— Avilasztassal
c=a-a+f-bésa+p=1.
B 2381.c=a-a+f-bésa+p=1=a=1-8=
M $c=(1—ﬁ)-a+ﬁ~b;2§=b—a;i‘=c—b=
=(1-pB)a+B-b-b=B-1)b-(B-1)-a=
=(,8—1)~(b—a)=(,8—1)-2§.® Ha a és b nem egyal-

lasui  vektorok, akkor ZE# 0. Ha pB=1, akkor

a ¢ = -b =b= Crajtavan azAB egyenesen. Ha 8 # 1, akkor
B —_—> —> —
0 A——« c BC+#0= AB és BC a @ 0sszefiiggés miatt egymasba fi-

z0Ott egyallasu vektorok, igy 4, B és C egy egyenesen vannak.
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2382. Az M metszéspont akkor 1étezik, ha A,B, nem parhuzamos B,A,-vel, azaz Au # 1.
A 2380. feladatban lattuk, hogy 4,, M, B, egy egyenesen 1év6 pontokba mutatd vektorokra:
v=0-Ada+ (1 — a)-b. Hasonléan az 4,, M, B, pontokba mutat6 vektorokra: v=/3-a +

+(1-8) wb=>a la+(1—-a)-b=v=F-a+ (1 - B)- ub. Az elGillitds egyértelmiisége

miatt:a-lzﬁés1—0{=(1—ﬁ)~,u=>01:'i:>1—§=(1—,8)'#:>,8=/L(§:i)
o A=) o Aw=DY) A=) sA D)
pA =1 pA—1 pA—1 ud—1

2383. Legyen TB =b; XE = Ab; TD =d; TF = pd. A 2382. feladat eredményét fel-

oo A p(A=1)  —= 11— Ae—1)
hasznalva AC = A1 e AF,= 2AC_ e b+
A-1 ——> d+b > Ab+pd > Apb—Ab+ Apd—pd
A ).; _ . AF- LT s pd—pd
2(pd — 1) 2 : 2 2(pd — 1)
A d  Avpd | Aw e L E E ke medF, abol
_2(/1/1—1) 2(/1/1—1)_(/1/1_1) 2 1_/1A 3 1= T m 3, aho
A 1 #A 1 _/M—l

k=—"—— ¢ m= . k+m= + = =1 miatt a 2381.
(A —=1) 1 - uA A-=1) 1-pd pd-1

feladat alapjan ez éppen azt jelenti, hogy F,, F, és F; egy egyenesen vannak.

2384. Legyen PE=e¢ PF=Je PC=c PB=puc é ECNFC=M. A 2382. feladatban

, — Q-1 p@-1) ,
lattuk, hogy PM = Py R sl AB|PF; FA|PB; DC|PE és ED|PC

— — — Apre—Ae+Ap-c—p-c
miatt PA=A-e+ p-cés PD=e+c. PM=

Ap—1
L derne i
a1 OO T T T T o F E P
- R ! 1 és a2381. feladat fel v/
— . . — = cS a . Ielada cl- /
Ap—1 Ap—1 Ap—1 c

hasznalasaval ez azt jelenti, hogy M rajta van az AD egyenesen.
= AD, BE és CF egy pontban metszik egymast.
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> Z + B
2385. Az osztopontba mutatd helyvektorokra vonatkozé Osszefiiggés miatt V= > ;

_Z):ﬂ' }:M ?:M P az XY egyenes pontja, ezért a 2380. feladat
2 7 A+p’ A+p ’ ’
allitasa szerint van olyank S R hogy P= k X+ 1-k)- Y.PaVzZ egyenes pontja ezért van
olyan m € R, hogy P=m V+ 1 -m)- Z. A kett6t osszevetve k- X+(1 —k) Y=mV+
+(l—m)-Z azazk-ﬂ+(l—k) M =m- A+D + (1 -m)- B+C

’ A+ p A+ p
Z(Zky—m(p+/l))+§(2k/i—(1—m)(ﬂ—l-/i))-i-C(ZA(l—k)—(l—m)(ﬂ+/1))+

+DQu(l =K —m+ D)) =0=2%kp=m@u+A); 2kA=(1-m)(u+A); 24(1—k) =

=(1—m) (i + A); 2;1(1—k)=m(p+2):%=%:m=ﬁ:2kﬂ=

M
A+ u

osztja a VZ szakaszt.

1 k
W+ =>k= 5 = 1%~ 1. A P pont felezi az XY szakaszt és A : 4 ardnyban

Vektorok elforgatasaval megoldhaté feladatok

2386. Legyen CA=aésCB=b.a+ b 2CF mert CF sulyvonal Legyen a + 90° os elfor-
gatottja a, b + 90%-os elforgatottja b’. C C=a/ CC b’ = C C,= C C+CC =a'+b'=

=(a+b)= (2CF)’ = C,C,=2CF és a 90°-os elforgatds miatt egymasra merSlegesek.

2387. 074=a; ?B=b; ?C=c; ?D=d; Z?=c—a; ?D=d—b. a) Tekintsiik
az O kozéppontu +90°-os elforgatast. a képe b, ¢ képe d, (¢ — a) képe (d — b), AC képe
BD = BD 1 AC és BD=AC. b) EF = EAC és EH= EBD' A feladat a) része miatt

EF | EH és EF = EH. Ez az EFGH négyszog barmely két szomszédos oldalara megmutathato,
ezért EFGH négyzet.

\ E
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2388. a) A megoldast lasd a 2386. feladat megoldasanal. | 2388. Q
b) Az a) pontban lattuk, hogy KE 1 AA4,, ahol A4, az egyik

sulyvonal. = A-b6l KE-re bocsatott merdleges az AA,
egyenes. Hasonl6an B-b6l FG-re bocsatott merSleges a BB,
egyenes, C-b6l JH-ra bocsatott merdleges a CC, egyenes.

A héaromszog sulyvonalai a sulypontban metszik egymdst, K¢ . ° BS \\ 4,
ezért a feltételeknek eleget tevé merdlegesek is a stlypont- T

ban metszik egymast. ¢) Legyen AC=c és AB=b= >-AL C b BIRG
= BC = ¢ — b. Tekintsiik a +90°-0s elforgatést. b képe b’ és . p
c képe ¢’, ezért EA=b és AK=c¢. AR=c'—b'= (c=b)y= R X
z(ﬁ'),ﬁﬁ a BC +90°-0s elforgatottja, ezért AR | BC és
AR = BC. Hasonléan megmutathatdé, hogy BP L AC és

BP = AC, valamint CQ 1. AB és CQ = AB. d) A korabbi jeloléseket hasznalva (a helyvektorok
> ¢+¢ > b-b" > btc —> > > ct+c’—b-c

E F

kozos kezdSpontjaA): Z = 7 X= 7 A= — =>AZ=Z-A~= 2

¢—b ——> > —> b—b—-b—-c —c—-b — .
= és A\ X=X—-A= > = S Vegyiik az A, Z +90°-os elforgatottjat.
——> , (¢=b) =b —c—b .
A Z)= -2 i =A, X=X a Z pont A, koriili +90°-o0s elforga-

tottja. = Az A, oldalfelezéspont az XYZA XZ oldala folé befelé rajzolt négyzet kézéppontja.
Hasonl6an megmutathatd, hogy B, az XY oldal fo6l¢, C, az YZ oldal folé rajzolt négyzet ko-
zéppontja. ¢) A kordbbi jeloléseket hasznalva: P = AB + BG + GP=b + (b — ¢ — b’ =
=b+b'—c¢'—b'=b—c Ezc/—b/; )?z b_zb, . P;R = b- Cl;d_ b’ = b—b :?(=>X

a PR szakasz felez6pontja. Hasonl6an megmutathat6, hogy Y a PQ szakasz, Z pedig a OR sza-
kasz felezOpontja. f) Az e) pontban lattuk, hogy X felezi a PR szakaszt, ezért QX a PORA
(Q-bdl indul6 sulyvonala. Hasonldan belathato, hogy PZ és RY is stlyvonalak, tehat a PORA stly-
b+e¢ - b-b

pontjdban metszik egymadst. g) A kordbbi jeloléseket hasznalva: E

ABC™ 3 - 2 ’
> b+c+b'—¢ > c¢+c¢ > b-—b'+b+c+b —c+c+c¢ 2b+2¢ b+ec
Y= ;Z: ; S. = = =

2 2 XYz 6 6 3
> > > > —b'+b+b' —c¢c'+c+¢ b+c
E=-D} G=b+b' -} J=c+c} Secr= 3 =5
> - > > b—b'+c+b' —c'+¢ b+c )
F=b-b; H=c+b-c; K=c; S,,= 3 = 3 A fentiek

alapjan S50 = Sy, = Spay = Seuxe 1) ABHJ négyszogben a C pont olyan, hogy AJC és BHC
egyenld szart derékszogli haromszogek. A 2387. feladatban belattuk, hogy ilyen négyszog
esetében az atlok merdlegesek és egyenldk: AH = BJ és AH | BJ. Hasonléan megmutathat6 a
masik két szakaszpar egyenlGsége és merdlegessége is.
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2389. A2387. abra jeloléseivel: Legyenek azA B, C

es D pontokba mutato helyvektorok Z B, Cés D

P Cz AC = C Aes BD=D - BACJ_BDesAC BD
miatt AC a BD (—90)°-os elforgatottja: AC= (BD) =

F -~ = Z+§' »_§+E'

> 55 B+C-A-3

A+D-A-B D-B
2 7 2 2
Tekintsiik az EH (- 90)°-os elforgatottjat. <EH ) =

= = = —EF=FaH pont E koriili (— 90)°-os elforgatottja. Hason-

16an H az F pont G koriili (— 90)°-os elforgatottja, ezért HEFG négyzet.
2390. Legyen A a helyvektorok kozos kezdGpontja. Jeloljiik a (— 90)°-os elforgatas soran kelet-

b+b c—b+c—b
kezett képeket "-vel. AB_b, AC=c, AD—d, AE = T AF—b+f:
b+ec+ce'—b — d-c+d—-¢ c+d+d-¢ — d-d
=———F—; AG=c+ = . AH= :
2 2 2
x> o btb—(ctd+d-¢) b-c-d+b+c—d
GE = AE — AG = _ ;
2 2
—> —> — d-d—-(b+c+c'-b) b—-c-d-b-c+d
FH=AH — AF = 5 _ - :
v (b—c—d+b+c—d) b-c—-d+b '+’ —d"
<GE> - 2 = 5 . Felhasznélva, hogy b” = — b,
b'—¢—d-b-c+d

= és d'=—a (a%) S : = FH = A HEFG négyszog atloi

merdlegesek és egyenldk. A 2389. feladatot alkalmaz-
va a négyszog oldalfelezéspontjai négyzetet alkotnak.
2391. 1. megoldas: Legyen A a helyvektorok kozos
D c kezdGpontja. Jeloljik a (— 90)°-os gforgataiiforén
keletkezett képeket "-vel. Legyen AB=a, AD =bh.
b b\ ABCD paralelogramma, ezért DC=a, BC=bh.

’ ’ ’

b’ a —> a+a — b+b — a—a

A)\/Bb, AE = 5 ; AF=a+ 5 ; AG=b+
a2 —> b-b — — — a—a’
2

E AHZT.HGZAG—AH=b+




Vektorok elforgatasaval megoldhat6 feladatok 357

b-—b" a+b—a+Db

3 EE—E ZH>_a+a' b—b’_a—b+a’+b’ a:_
2 2 ’ B 2 2 2 ’ a
— — b+Db a—a a—b+a+b —
=AF-AG=a+ 3 —b-— 3 = > . Tehat HE = GF, ezért HE = GF és
a+b—a+b) a+b—a’+b”

= 5 . Felhasznidlva a”’=—a és b”'=—b:

HE|GF (1). (HGY= .

— a+b'+a-b —
(HG)= ———————=HE = HG = HE és HG L GE (2). (1) és (2) 0sszefiiggésekbdl kovet-

kezik, hogy HEFG négyzet. 2. megoldas: Legyen M a paralelogramma atléinak metszéspontja.

?_a+a' —> a+bh ME = M+ AR = a+b+a+a'_a'—b M=
=T MA=m = MA 2 2 27 B
— — a+b b-b a+b’ — »
=MA+AH =— 5 + I Vegyiik az ME vektor (— 90°)-os elforgatottjat.

— a—b) a’-b —a-b at+b —
(ME)'= I A - S s MH. Hasonléan belathat6, hogy

(ﬁl’:l)’= MG és (ﬁé)’= MF. MEF; MFG; MGH és MHE egyenl$ szart derékszogli harom-
szogek, a derékszog M-ben van. = EFGH négyzet.

2392. g) Jeloljilk az abra szerint a vektorokat, és '-vel a (— 90)°-os elforgatottjukat (fel-
hasznalva, hogy a négyzet félatldi mer&legesek és egyenlok). XY =x'—y, BZ=—-x"+x—12
Tekintsiik a C-bdl kiindulva az egymashoz flizott, majd oda visszaérkezd vektorokat.

—z+7 —x+xX —-y+y=0=>x+yt+tz=x+y+z=x+y+tz)y=>x+y+tz=0=
=Sy=—-X—1 XY=x"+x+ z; (YIQE x+x+z)=x"+x"+z=—x+x'+ Z=—BZ BZaz
XY +90°-0s elforgatottja, ezért BZ = XY és BZ L XY. b) Az a) pontban latottakhoz hason-
16an belathatd, hogy AY 1 ZX és CX L ZY. = AZ; CX és BZ az XYZA magassagvonalai, ezért
egy pontban metszik egymast.
2393. A 2394. dbra jeloléseit hasznaljuk. Legyenek az A4,
B,C, A, B,, C,, A,, B,, C, pontokba mutaté helyvektorok

rendre :2, _é,..., C,. Jeldlje a + 90°-os elforgatds képét .

->  — >  —

E» C+C, X A+A1'% B+ B, C4A) X C?
2T, T Ty T Ty T 2=
Z—Z Z—a a+b —_— — —> E—E

= > + ) = B C,B,=B,- C,= > +
Bl _wy o w

+ B = 5 (€, 4,)'= =C,B, = (A4, =

=C,B, és C,A, 1 C,B,= A,B,C,A egyenld szara és derék-
szogd.

2394. A 2393. feladat megoldasmenete teljes egészében
megismételhetd, csak a + 90°-os elforgatas képe helyett az
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o iranyitott szogli elforgatas képét jeloljik ’'-vel.
(Cz—/{z )= @)2 =CA,=CB, & ACBL=0=
= C,A,B,A ~ CABA.

2395. Legyen 5)4 =a; (74) =a’; O—A) =a’.Aza" az
a vektor + 120°-os elforgatottja, igy OAA'A-ben az AA -

ral helyettesithets. A vektorok kiilonbségére tanult
abrazolasbol kovetkezik, hogy a”=a’— a.

2396. Legyenek az A4, B, C, B,, C,, B,, C, pontokba
mutato helyvektorok rendre Z, E, ey 62 Jelolje a +60°-

= E-i—a — E-FB] —
os elforgatas képét . C,= > ; B,= 7+ AB=
~ » B+B, > B-A B-A b—b
=B,—A= —A= + = ;
. 2 2 2 2
AC,=C,— A G4 CoA B oY By ¢
= — = — = = = = = .
2 2 2 2 2 2 ("4 2) 2 2

A fentiekbdl kovetkezik, hogy AC, = AB, és B,AC,< = 60° = AB,C,A szabdlyos.
2397. LegyenekazA, B, C, A, B,, C,,A,, B,, C, pontokba mutatd helyvektorok rendre _;1
+

AT e T GG Avd, - B4
.., C,. Jelolje a +60°-o0s elforgatas képét . C,= 7 A,= T B,= e
— + » —» B-A4 B-A b+b,
Aszsz—A2=»2++_)2_) 7
— > —> (C—-A C,—A4 b'+b’1
A,C=Cy— A= ) + O 5 ;
e ’ b’+b,l = . % . .
A,B,)= ;= A, C,. A fentiekbdl kovetkezik, hogy

A,C,=A,B, és B,A,C,& =060° = A,B,C,A szabalyos.
2398. Legyen FD=d, EC=c és jeldlje a + 60°-0s
elforgatds képét . EF =c—d; EA= =c'+d—d;
(ﬁ)'z ¢’ —d”. A2395. feladat eredményét felhasznélva
d'=d-d=EFH=c—@d-d=c—d+d=

=EA= EA=EF é FEA < = 60° = FEAA szabalyos.

2399. CD=r és OC=r é OD=r, ezért CDOA
szabalyos. = COD< = 60°. Hasonl6an megmutathatd,

hogy EOF< =60° és AOBY =60°. Legyen OC =c,

OF = e és OA = a és jelolje a + 60°-os elforgatas képét ".
c+a’ }»}_e+c’ E_a+e'
2 0 2 T

YZ=2-Y=
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’ — ate—e-¢"
; YZ2)= — A 2395. feladat
a'+te—e—c+c—¢

eredményét felhasznilva e’ =e' —e és ¢’ =c —¢, igy (YZ)= 2 =

ate-—e—-¢ —> > >
== YX=X-Y=

a’—e—c+c —
== = YX = YX=YZ é ZYXL = 60°, ezért XYZA szabalyos.

2400. Legyen OC = ¢, OF = e és OA = a & jeldlje a + 60°- D
os elforgatds képét '. Szabalyos haromszogekrdl 1évén szd

— — — > c+a > e+c
OD=c¢, OF=¢ é OB=a'. Y= 2 ;. 2= > ;
-~ at+te — > > ate—e—=¢ — > >
X= .ZXZX—ZZf; 2Y=Y—-7Z~=
cta'—e—¢ —> a+e’—e—¢”

=, (ZXx) = — A 2395. feladat ered-

ményét felhasznilva e’ =e' —e és ¢’ =c¢ —¢, igy (ZX)'=
ate—-e—c+c—e¢ a-e—-c+tc —
= > = 2 =Z2Y=>7ZX=7Y

€s XZYL = 60°, ezért XYZA szabalyos.
2401. Legyenek a szabalyos hdaromszogek kozéppontjai X, Y
és Z. Legyen YC=¢, XB=Db és ZA = a. Jelolje a + 60°-0s
elforgatds képét ', a + 120°-os elforgatas képét . Felhaszndlva,

—>

hogy BXAY = CYBX = AZCS = +120°% YB=c¢", XA=b"
ZC=a". XY=b-c"; XZ=b"—a; XY)Y=b'—(c") =
=b'— (- ¢)=b’+c. X-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymasba
flizott vektorokat. b— ¢’ +c—a”+a—-b"=0=a+b+c=

—a’+b +¢"Satbtc=0=—a=b+c=XZ=b"—a=
=b”+b+c A 2395. feladat eredményét felhasznalva b” =
=b —b,igy XZ=b —b+b+c=b'+c=QXY) =XZ=XY
és YXZ L = 60°, ezért XYZA szabalyos.

2402. Legyen BC=c, DE = e és FA=a és jelolje a + 60°
os elforgatds képét ', a +120°-os elforgatas képét . Felhasznal-
va, hogy CBAYL = EDCL = AFEX = +120°%, BA=c¢", DC = ¢”
és FE=a". BD=c—¢"; BF=c¢"—a; (BD)=¢— (") =

=c¢'— (— e) = ¢’ + e. B-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymas-
ba flizott vektorokat. c —e” +e—a”"+ta—-c¢'=0=>a+c+

—

+e=a"+c¢’"+e" >a+c+e=0=> —a=c+e=> BF=
=c¢’—a=c"+c+ e A2395. feladat eredményét felhasznalva
¢'=c¢ —c¢,igy BF=c¢'—c+tc+e=c'+e=(BD) = BF=BD
€s DBF< = 60°, ezért BDFA szabalyos.
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D 2403. Legyenek a szabdlyos haromszogek kozéppontjai X, Y
E és Z. Legyen YC = c, XB=b és ZA = a, ésjelolje a + 60°-os elfor-
gatas képét ', a +120°-os elforgatas képét ”. Felhasznalva, hogy
BXAY = CYBL = AZCE = +120° YB=¢”, XA=b" és ZC=a".
7Y=b—c"; XZ = b"—a; (?Y)’= b'—(c")Y=b"—(—c¢)=b"+c.
X-bdl kiindulva vegyiik sorra az egymasba ftizott vektorokat.
b-c"+c—a’"ta—-b"'=0=a+b+tc=a"+b"+c"=a+b+
+e=0=—a=b+c= XZ=b"—a=b"+b+c A2395 feladat
eredményét felhasznalva b” =b’ — b, igy XZ=b —b+b+c=
4 =b + = (XY) = XZ = XY és YXZ4 = 60°, ezért XYZA szabilyos.

Miiveletek koordinatakkal megadott vektorokkal

2404. Legyen a kezdSpont az origé. Alkalmazzuk a |v| = [v?+ v? képletet, ahol v, ésv,a v

vektor koordinatai. Ekkor |a|=/4*+6>=2/13; |b|=/34; lc|=/73; |d| =4
/2404
le| = J/153; [f] = gl = /10 |h| =/12—/§+4,5ﬂ.Ha a vektorok kezd6-

15
pontja az (5; 5) koordinataju pont, a vektorok abszolutértéke nem valtozik. Ekkor példaul

az a vektor kezd6pontja az (5; 5), végpontja a (9; 11) koordinataja pont.
la| = /(9—5)2+(11—5)2 =2/13. a=4i+6j; b=-5i+3j; c=-8i—3j; d=— 4

T Y T T W RSP LA

2405. a = 5i+2j + 4k. Alkalmazzuk a |v| = [vi+ v} + v} képletet, ahol v, v, v, a v vektor

koordinatéi. Ekkor |a| =3,/5; |b| = /29; |c|=,/109; |d| =5/17.

2406. A feladat megoldasat az olvasdra bizzuk.

2407. Az m=(a; b); n=(b; a) helyvektorok egymas tiikorképei az y =x egyenletli (az
origén atmend és az elsd és a harmadik siknegyedet felez6) egyenesre.

2408. a) (3; —4) és igy tovabb; b) (—3; 4) és igy tovabb; ¢) (=3; —4); (4; —2); (—4;5);
(=500 (0;3); (=p; =q); d) (4:3); (2;—=4); (=5:4); (0;5); (=3;0); (g p); e (=4 —3);
(=2;4); (55 =4); (0; =5); (3:0); (=g; —p)-

2409. C,(5;6), Cy(=5;6), C5(=5; —6), C,(5; —6). Pitagorasz tételét alkalmazva

m* =8~ 6"=28, m=2/7. A megoldas: C,(6;2,/7), C,(-6;:2/7), C(~6;—2,7),

C(6:-2/7).
ofi ofi l_azﬁ;o aﬁ];

2410. a) AC=a 2,igyA[—;0J, B0, ——|, C 0; ———

D
2 2 ’ 2

a a a a a a a a
b) A5 5| Bl=5:5) Cl-5: -5 DPl5s—5)
272 272 27 2 27 2
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a a a a a a
2411. [3; m 5] [5; 207
a a a a a a a a a
2922 2 ‘5]’ [‘5; "2
2412. a) A szabdlyos hatszog tulajdonsagai miatt ABO haromszog szabalyos. Pitagorasz I"
tételébsl: m* =4’ —2>=12, m=2 /3. A cstcespontok: A(4;0), B(2;2/3), C(-22,/3),
D(—4;0), E(—2; —2,/3), F(2; - 2,/3), illetve
A(2a;0), B(a; a ﬁ), C(—a; aﬁ), D(—2a;0), E(—a; — aﬁ), F(a; — aﬁ).
b) (0:4), (2,/3:2), (2/31-2), (0:-4), (-2,/3;-2), (-2,/3;2),illetve (0; 2a),
(—a/3:0), (—a,/3;-a), (0:-2a), (a,3;-0), (a/3:a).
2413. 233. ébra
2414. a) a'(-3; -2), a”"(3; =2); e)e'(=b;a), e"(b; —a); f)f'(—cosa;sin ),
f"(cos a; —sin ).

1 (3 5
2415. 1. (—1;7). 2.(5;10). 3.(10; =7). 4. —2b(8; —4), a — 2b(11;1). 5. Ea[—; —],

272
2 8 4) 1 2 7 23 2 35
gb[—g;g], 3a+§b[—g, 6]' 6.[—1; ?] 7.[—2;2.
2416. AB(-2; 7), BC(-8 —1), CA(10; —6). |AB| = /4+49 = /53, |BC| = /89,
|CA| = /104, AB+BC+CA=(-27)+ (=8 — 1)+ (10; — 6) = (0; 0) = 0;
| 4B| + | BC| + |C4l=26,9.
2417. ZB( 8; 4), BC( 4~ 1), CA(12 7), DA(5: 16).
2418. KF( 4; —10), KA= KF+KF KA( 14; —6) Legyen 0 az orlgo Ekkor 04 =
—OK+KA 0A(-7; — - 10), A(=7; —10). —KA =KC(14;6), OC= 01<+1<c 0C(21;2),
C(21;2). KB(6 14). OB= OK+KB 03(13 18), B(13; — 18), —KB=KD, ebbdl D(1; 10).
2419 AB(2 5) DC(2 5)=>AB DC=>ABCDparalelogramma
AD(S, -2)=]| AB| = | AD|, AB-AD=0= ABCD négyzet.

[2413.] b Ay g [2418.]

y=5 c B

a)
K(7:-4) -

L =
| %
\ 4
c) D F A
x=-4
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2420. |a =‘/ﬁ; ao[‘/%;‘/%]; |b|—2‘/7 bo[—r /iJ M
of O o | |d|—/§' d° 3

2421. Az A, B, C, D K pontokhoz vezessenek az a, b, ¢, d, k helyvektorok Ekkor

KAi=a- k(=4; —-2), KC(4 2).c= KC + k. Innen c(5; 11), C(5; 11). KB a KA 90°-0s elfor-
1

gatottjanak — -szerese, tehat KB(l; -2). b=k+KB=>b(2; 7), B(2;7). KD(— 1; 2),

d(0; 11), D(0; 11).

39413 39 -13
2sin - COS

2 2 2. 10)lg2s 2
2422. 4 =— =—12; =.,/10"-10%~ =10 25 = 50;
a4 sin 26°- cos 13° > b / 0%-10 / 0725 =30;

c=(/5+2°= (/5 -2, mert (/5 +2)-(,5 -2)=1.
c=4[(/5 +22+(/5-2) (J5-2+ (/5 -2)?]=4-19=76.
AB(2;52), BC(1;26). Mivel AB=2BC, ezért a 3 pont egy egyenesre illeszkedik.

2423. |a| = /12+2%+3% = /14; |b]| = /29.
1 4 5 3 2 4
2424. = /42, 0 ; ; , b) a%-— ;= ;= ,
@ lal a[ /42 42 /42] ) a| /29 /29 J29

0 1 1 1
al—;, ——; —|-
3 33
Két vektor skalaris szorzata

3
2425. Az oldalhossz négyzetének a — “szerese.
2426. 435. AB AC=c b= le] |b| cos o és b*+ ¢~ 2bc-cos @ = a*= |c|-|b| cos =
b%+ ¢*— a?

2
2427. Bontsuk fel a-t a b-vel parhuzamos €s ra merGleges Osszetevikre. A b-vel parhuzamos

Osszetevo —kb.
19.,/43

2428. ;b) = =
8. cos(a; b) =coso 15

(3a—5b)(2a+b)=0és(a+4b)(—a+b)=0=
2
= 6a’> — Tab cos & — 5b> =0 és — a®> — 3ab cos o + 4b> = 0$6[b] 7[b]cosa 5=0 és

a) a a /E 19/@
—|— —3Ecosa+4=0=>—=—' cos a = .

b b 57 215
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2429. a-b=4-5 cos40°=1532.

2430.a)a-b=24+24=48; |a|]=/16+9 =5; |b|=10; 48=5-10"cos (a;b) =
= cos (a; b) = 0,96 = (a; b) < =16,26°. b)a-b=—7,(a,b) L =105,1°. ¢)a b =48,
(a,b) X =672°. d)a-b=1,(a,b) X =889°

2431. g)a b=—-1+6-35=-30; b)a-b=11; c)a- b =27, d)a~b=/g—58.

2432. a)a-b=-2+15-28=-15, |a|=/1+9+49=/59, |b|=/45=3/5,
15
T = 0,2911, (a,b)X=1069" b)30,8% c) 122,7°.
3./5- /59
2433. a - b=-6-12+4y=0=>y=18.
2434. AC(10;—5), AB(6;75), AB—k-AC(6— 10k;7 +5k), AC-(AB—k AC) =
1
=106~ 100) =5 (7 + 5 =0, 12-20k~7-5k=0=k= .

cos(a,b) =—

2435. CA(9;3), CB(2;—6), CA-CB=0= CALCB.
— 1 — — —

2436. AB(10; 12), EAB(S; 6) 90°-os elforgatottja AD, (- 6; 6), illetve AD,(6; —5),
OD,= OA + AD,, OD,(-8;9), OD,=0A +AD,, OD,( —1). BC,=AD,, BC,=AD,,
OC,=0B+BC,, 0C,(221), OCy(14;11). C,(2;21), D,(-8; 9), illetve C,(14; 11),
D,(4; —1).
2437. a- b=-10-2-3z=0=>z=—4.
2438. a’=b’'=c=p*+ (p+ 1) +p*p+ 1)’=p*+ p+ )’ (1 +p?) = |a| =|b| =|c|.
a-b=—pp+1)-pp+)+@+1)*=0=alb.
ac=—pp+D)+pp+1)°—-pp+1)=0=alc
2439. 1) AB(3;5), |AB|=/34, ACG:;1), |AC|= /26, AB-AC=15+5=20.
20=/§-‘/26 -cosa = @ = 47,7°. Hasonldan kiszamithato a 8 = 57,5°, v = 74,8°.
b) BA(- 2; — 1), BC(1; — 2), BA-BC=0=y=90°.| AB| = |BC|= /5 = a=f=45
c) 101,9°, 48,2°, 29,9° d) 81,9°, 74,1°, 24°.
2440.|CcA|= /17, |BA|=/38, |CB|=/19, CA-CB=1, CA-BA=1s.

CA-BA 18 -1
|cal|Ba| J17-/38 1719
=-0,0556 = y =93,2°, B =41,9°
2441. Legyenx(a; b;c), a-x=5a—-b+2c=0, b-x=-2a+3b+c=0.

—b+2c=—5a
3b+c=2a

cos a = =0,7082 = o =44,9°. cosy =

13 9 9 13 )

} =c=——a, b=—a. x|a; —a;——al, illetve x(7a; 9a; —13a), ahol
7 7 7 7

aceR.

2442. Legyene(a; b), f(c;d), |e|=/a’+b*; |f|=/c*+d*. e -f=ac+db.
e-f=|e| |f|-cos(e,f) <|e|-|f|, behelyettesitve: ac +bd < Ja*+ b* - /c*+d*.
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2443. ABMA ~ CDMA egyenl6 szara derékszogli haromszogek.
9 7] —(3
F[ _]. FC[

DG33) F C6:4) 2°2 2°2 2072

v —( 1 3 — > —— g
FM, —5; El Ha 0 az orig6, OM,= OF + FM,, illetve OM,=

—(1 3
90°-0s elforgatottjai FMI[ —],

O
=OF + FM,. Tnnen M,(5;2), My(4;5). M,C=0C—OM,
M,C(1;2), —3M,C=M,A(-3 —6); OA=OM,+M,A,
A B OA(2; — 4), A,(2; —4), OB,(11; — 1), B,(11; —1). Hasonl6an
M,-b8l A,(~2; 8), By(7; 11).
2444. |a| =10, a° 5.6 |]a’| = 1. Ha a” iranyszoge o, akkor cosoz=i sina/=i
’ 10710 ' ’ 5° 5°
Legyen |e| = 1, irdnyszoge: (& + 60°). sin ¢ = sin (a + 60°) = sin @ - cos 60°+cos a - sin 60° =
3+4./3 4+3./3 4+3/3 34+4/3
=10‘/7, cos ¢ = 10f. e 10f; 10f . b=ke, ahol k e R\ {0}.
_ 6=da+28] 4 ,_1 16,4 2.8
2445. v=0a+ fb, 4=a+23}:>a—3, 6—3. aa 33t Bb 33}
“tavly
v=—Za+—bh
2446. v= : +5b 2447 S +8b
- v=—Za+_b. -v=sa+—h
2448. Legyen e(cos a; sin &) a szogfelezore illeszkeds egységvektor. (a, )<L = (b, )X = @.
a-e b-e
a-e=|al|e] cosp, b-e=|b||e|-cosp. Ezekbsl = ,ahol|a] =5, |b| = 13.
lal-1 [b]-1
a-e=3cosa+4sina, b-e=5cosa+12sinaq,
3cosa+4sinag  Scosa+12sina sina 7 ” 4 T Ak - v is kieléedti
= = =—. =v(4;7).Ak-
5 13 osa 2 €Y v(4;7) v is kielégiti a

feladat feltételeit, ahol k € R\ {0}.

Két vektor vektorialis szorzata

2449. A vektoridlis szorzat definiciéja szerint |a X b| =

Ak =|a| - |b|sin|(a, b)<|. Ez a pozitiv valés szim annak a parale-

logrammanak a teriilete, amelynek oldalai |a| és |b| hosszisa-

guak és a hajlasszogiik o = (a, b)<L.

2450. Alkalmazzuk a vektorialis szorzat definicidjat és tekint-
. stik az 2450. dbra jobbrendszerét. Ekkor az abrardl leolvashatjuk
] a feladat allitasainak helyességét!
2451. a=aji+ta,j+ak é b=bji+b,j+bk A szorzis
elvégzésekor az a,a,, a,, b,, b, by vektoridlis szorzas két
(bizonyithatd) tulajdonsagat hasznaljuk fel.

- ‘V



Két vektor vektoridlis szorzata 365

a) A vektorialis szorzatot igy szorozhatjuk meg egy szammal, hogy egyik tényezdjét szorozzuk!
A(a X b) = (Ad) X b = a X (Ab). (Ebbdl kovetkezik, hogy ( —1) (a X b =b X a).

b) A vektorialis szorzas disztributiv tulajdonsagu, azaz példaul (a +b) X (c+d)=aXc+bXc
++aXxXd+bXd. Ekkor aXb = (a,i +a,j + a:k) (b,i +b,j + bsk) = (a,b; — asb,)i + (ash, —
—aby)j + (a,b, —ab )k, mertiXi=jXj=kxk=0,tovabbd jXi—k kXj=—i,iXk=—j.
2452. g) axb=(i+2j+k)(2i+3j — 2k) =2(1 X 1) +4( X i) +2(kX1i) +3(i Xj) + 6( Xj) +

+3(kxj)—2(ixk)—4(jxk) — 2(kxk)=-Ti+4j — k; |axb|=/49+16+1 = /66.

b) =2j;laxb|=2. ¢) 29 —22j — 3k;|]axb|=/1334.
2453. a) t ;yop=| ABXBC|=|AB|-| BC|-sin ¢, ahol ¢ az AB és a BC vektorok éltal
bezart szog. |AB | = 2, | BC | = /3, mert BC(— 1; 1; 1). AC(1; 1; 1), (AC) = /3 .

1
A @ szdg kiszamithat6 a koszinusztétellel. 3 =3 +4 —-2-2 ‘/5 cos ¢, innen cos ¢ = —— €s

J3
Sin¢=/§, IABCD=2~/§~/§=/§ egység. b) /424.

1 —> > 1 —»
2454. a)t=E|AB><AC|=E|AB|-|AC|sin @, ahol @ az A cstucsnal fekvs szog.

—> — —> 4
|AB|=,/24; |AC|= /g; |BC | = ‘/E Ekkor cos ¢ = ——, a koszinusztétel alkalma-

J30
zésdval, sing = %; t=/14. b) J11.

2455. axb=|a| |b| -sin(a,b); bxa=|a| |b| sin(b,a) és sin(a, b)=—sin(b,a);
axa=|al-|b| sin0=0.



