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3427. Nem lehetséges. AB=c, BE=y, ED=AE =x, BE=y, AD=CD =2-x, CBEY =
=ABE< = ¢. Alkalmazzuk a szogfelez6tételt az ABC haromszogre:

AB X
——=—— ebbdl BC =3-c. Alkalmazzuk a szogfelez6tételt a BCE haromszogre: A =
B_C . 3¢

i 6 3 c¢-3-c-sin2¢
=5 ebbdl y = 5 “C, L ype= 1t 4ppt peps 3287 — =

3

¢c-—-c-sing —-c-3-c-sing

- . 2 +-2 ) , ebbdl elébb-utobb levezethetjiik, hogy cos ¢ = 1, tehat

¢ = 0. Ez nem lehetséges.

3428. Legyen AB = BC = CA = a. Tegyiik fel példaul, hogy PB a leghosszabb a PA, PB, PC

koziil. Alkalmazzuk Bretschneider tételét az ABCP négyszogre! PB*- AC* =

=AB* PC*+ BC*-PA*—2-AB-BC-PC - PA - cos(¢ + 60°), ahol ABCL =60° és APCL =¢.

Az egyenletbdl kaphatjuk, hogy PB*=PC*+ PA*—2 PC-PA-cos(¢ + 60°). Alkalmazzunk

erre egy felsd becslést! PB* = PC* + PA*> —2-PC-PA - cos(¢ + 60°) < PC*+ PA*+2-PA-PC =

= (PC + PA)>. Ebbdl PB < PA + PC. Egyenléség nem lehet, mert akkor cos(¢ + 60°) = -1

lenne, de ekkor ¢ = 120° lenne. Ez pedig akkor és csak akkor lenne, ha P rajta lenne a koriilirt

koron. Keressiink tovabbi megoldéasokat a feladatra, mert vannak!

3429. EDB< = 30°. EDBY =x, BEDX = 160° — x. Alkalmazzuk a szinusztételt a BED ha-
BD  sin(160° — x) BD  sin80°

romszogre, majd a BCD haromszogre! (1) BE " P ; (2) BC " Sindo

tudjuk, hogy sin 80° = 2 -sin 40° - cos 40° és BE = BC. Ezekbdl kaphatjuk, hogy
sin(160° — x)

= 2-cos40°. Ebbdl kaphatjuk, hogy sin (20° + x) = 2- cos 40° - sin x.

sinx
sin 20°- cosx + cos 20° - sinx = 2 - (cos 60° - cos 20° — sin 60° - sin20°) - sinx. Ezt addig alakitsuk,
1
amig cosx= /3 -sinx, azaz tgx = — nem lesz.

5

3430. x = 60° az atlok hajlasszoge. Legyen x az atlok hajlasszoge és E az atlok metszéspontja.
ABE< =x—15°; BCEX=90°—x; CDEYX=x-—30°, DAEL = 105°—x. Alkalmazzuk a
. . AE  sin(x— 15°)
szinusztételt az AEB, BEC, CED, illetve a DEA haromszogre! BE = Teinly® ;
sin
BE sin(90° — x) CE sin (x — 30°) DE sin(105° — x)

. Szorozzuk Ossze az

CE ~ sin%° ° DE  sin30° ~  AE  sin75°
sin(x — 15°)  sin(90° —x) sin(x — 30°)
sinls°  sin90°  sin30°

sin(x — 15°) - sin(90° — x) - sin (x — 30°) - sin (105° —x) = % -sin15°-sin75°,
(2-sin(x — 15°-sin(105° = x)) - (2 - sin(x — 30°) - sin(90° — x)) = 2 - sin15°- sin 75°,

egyenletek megfelel oldalait! Kapjuk, hogy 1 =

1
(cos(2-x = 120°) — c0s90°) - (cos (2 -x — 120°) — cos60°) = R

1 1
cos? (2 -x — 120°) — 7 cos(2 - x — 120°) — 5= 0. Oldjuk meg a kapott egyenletet!

IV
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3431. Alkalmazzuk a koszinusztételt kétszer az f atlora felirva!
B f?=a*+d*~2-a-d-cosa; f*=c*+d*—2-c-d-cosy, ebbdl
a*+d*—2-a-d-cosa=c>+d*~2-c-d-cosy,
A a*+d*—2-a-d-cosa=c*+d*—2 c-d cos(180° — a),
s a*+d*—2-a-d-cosa =c*+d*+2-c-d-cosa, tehat

a’+ d*—c?—d?

S adrecd
D 1=
\ 3432. g) Mint tudjuk sinﬁ S el mert e <90°
\v 4 2 2 s 2 s

masrészt cosa =

_a2+d2_b2_cz i . _ _ (b+C+a_d)(b+C+d_a) Ezekbdl kaphatiuk
= 2 @d+bo gy cosa =...= 2 @dtbo . bBzekbOl Kaphatjuk,

a 1 /@+c+d—@m+b+c—@

: 21 a _
hogy sm? =3 T d+bc . b) Hasznaljuk fel, hogy cos 7=

1+ cosa

:

a a
, ha > <90°. Az a) feladathoz hasonl6an kaphatjuk, hogy cos? =

1 /@+d+b—ow+d+c—m
2 a-d+b-c
b+c+d—-a=2-(s—a); a+c+d—b=2-(s—=b);a+b+d—c=2-(s—c);
a+b+c—d=2- (s—d). Ha ezeket alkalmazzuk az a) és a b) megfeleld tételeire, akkor kap-

o @ [6mOG—d) @ -G
juk, hogy sin=-= |——~———; cos— = [——~——— . Osszuk el egymissal a kapo
, : a _[—a)s—d
egyenletek megfeleld oldalait! Kapjuk, hogy tg—= [——7F"—— .
2 (s—=Db)(s—c)

3433. Legyen AB=a, BC=b; CD=c és DA=d, BADL=a, BCDX =7y az ABCD
a-d-sina b-c-siny
T 5 Ipep= . Igy t =1 p5p+ tgep =

. ¢) Vegylik figyelembe, hogy a + b +c+d =2 "s;

harnégyszogben. ¢ 5=

a a
=5 (@a-d+b-c) sina. Hasznaljuk fel, hogy sina@ =2-sin 5 C0s ! Korébban lattuk,

@ [6mae—a e febpe-o
ogy Sin 2— ad+bc €S CoS 2— adtboc ’ €zeKket 1elhasznalva Kapjuk,

hogy ¢ = /(s — a)(s = b)(s — ¢)(s —d) .
3434. LegyenAB=a,BC=b; CD=césDA=d, AC=e,BD =f, BADYX =a, BCDL =7y
az ABCD hurnégyszogben. (1) f?=a*+d*—2-a-d-cosa, (2) f*=b*+c*—2-b-c-cosy.
Vegyiik figyelembe, hogy cosa = — cosy. Ezutdn szorozzuk az (1) egyenletet b - c-vel, majd a
(2) egyenletet szorozzuk a - d-vel, majd adjuk 6ssze a kapott két Gj egyenletet! Némely egyen-
@-c+b-d)a-b+c-d)
a-d+b-c

letrendezés utan innen kaphatjuk, hogy: f= ‘/ . Hasonléan kaphatjuk

a masik atlé hosszat.
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3435. LegyenAB=a,BC=b; CD=césDA=d, AC=e,BD =f, BADY = a, BCDX =7y
az ABCD huarnégyszogben. Ekkor f=2-R-sina. Miért? Az el6z6 feladatban kaptuk, hogy

_[la-c+b-d)a-b+c-d)
f= a-d+b-c

cbban levegetett sin & = | E-DE=D @ _J6=D6=) | ket B
rabban levezete sm2— T dibc escosz— T dibc épleteket. Ezen-

kival tudjuk, hogy = / (s —a)(s = b)(s —c)(s —d) . Ezeket felhasznalva kaphatjuk, hogy
Ja-b+c-da-c+b-d(a-d+b-c)
t= .
4.1

X
3436. Legyen sin ) # 0, ekkor szorozzuk meg az egyenlGséget ennek a kétszeresével.

a a
. Mésrészt sina = 2 - sin 5 oS 5 Hasznaljuk még fel a ko-

X X X X
2 -sin > -S,=2-sin E~sinx+ 2 -sin > sin2x + ... + 2-sin — - sinnx. Hasznaljuk fel, hogy

. x
2-sina-sinf = cos(a — B) — cos(a + )= cos(8 — @) — cos(a + B). Igy2-sin7~Sn=
B X 3x N 3x Sx - 1 N 1 B
=|cos - —cos — cos —- — cos — o F[eos||m— | x| —cos||n+ |
X 1
N ) cos - —cos||n+ |-
= €08 -~ — COS n+3 ‘x|, ebbdl §,= . Mar ez is lehet végered-
x
2-sin —
2

mény, de tovabb is fejleszthetjiik. Majd alkalmazzuk a koszinuszok kiilonbségére ismert kovet-

. [a+B) . [a-8 :
kezG képletet: cose — cosf3 =— 2 -sin -sin . Kapjuk, hogy
[+ 1) x) | (mx
sinf—————|-sin|—
2 2 X
S, . Masrészt gondoljuk meg, hogy ha sin 5= 0, akkor §, = 0.
X
sin > )
3437. Igazoljuk elszor a (*) Osszefiiggést: (*) 4 - cos(kx) - sin®— =

2
= —cos((k — 1)-x) + 2 cos(kx) — cos((k + 1)-x), mégpedig ugy, hogy az Osszefiiggés jobb
oldalabdl indulunk ki és kétszer alkalmazzuk rd a koszinuszok kiillonbségére vonatkozd
azonossagot. Ezutan alkalmazzuk a (*) azonossagot k = 1-t6l k = n-ig, majd ezeket adjuk 6ssze.

X
4 -sin’ ER (cosx + cos2x + cos3x + ... + cosnx) = —1 + cosx + cosnx — cos((n + 1) -x). Ezt
X
alakitsuk tovabb! = —2-sin>— + cosnx— cos((n + 1) -x) =
X 2 X
= -2 sinZE + cosnx—cos(nx+x) = —2- sinzz + COSnx — COSMX- COSX + sinnx-sinx =

X x X x b
=-2- sinZE + cosnx- 2 sinZE + sinnx- 2 sinz cos . (Legyen elGszor sinE #0.)

IV
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X
1 sinnx- cos >
Ebbdl kaphatjuk, hogy cosx + cos2x + cos3x + ... + cosnx = ) +cosnx + ———= =
X
sin—
(2n+1
X X sin X
1 sin— cosnx + sinnx- cos > 1 2
=——+ =——+ . Ha van kedviink, akkor
2 X 2 X
sin sin =

mutassuk meg, hogy mas alaku végeredmény is lehet, példaul:
sinnx- cos((n + 1) -x)

X
CcOsX + cos2x + cos3x + ... + cosnx = . Legyen most sin 5= 0, ekkor

X
sin -
gondoljuk meg, hogy a vizsgalt 6sszeg értéke 0.

Néhany ,,gyakorlatibb” trigonometriai feladat

3438. a) London az 51°33’ északi szélességen (és 0° foldrajzi hosszisagon) fekszik. b) London
és ellenlabasanak tavolsidga éppen a Fold atmérdje: 12 756 km. ¢) r =~ 4994,94 km London tavol-

’
saga a Fold forgastengelyétol. R- sin 51°33’, ahol R = 6378 km a Fold sugara.

2rrm

km
d) v = 416,245 T London sebessége a Fold tengelye koriili forgasban. v = , ahol
T=24h.

R
3439. a) — =19-szer tavolabb van a Nap a Foldt6l, mint a Hold a Foldtol, Arisztarkhosz sze-
r
r R
rint. R = cos¢, ahol ¢ =87°. b) — =390-szer tavolabb van a Nap a Foldtdl, mint a Hold a
r
Fo6ldtdl a modernebb mérés szerint. Itt ¢ = 89°51'10".
r
8440. a)x ~ 3,094 10" km 1 parszek. — = tgg, ahol r a Nap és a Fold tavolsaga, ¢ = 1".
X
b) = 9,467-10" km 1 fényév. c) ~ 3,27 fényév 1 parszek. d) = 2,7 parszek =~ 8,83 fényév.
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3441. a) =~ 1,12 — a csénak ereds sebessége. b) a =~ 41,81° iranyba evezziink, enyhén szem-
s

be a foly6 folyasiranyéval. ¢) = 53,6 s az atkelési idonk.

3442. a) ¢, = 180° + k- 360°, k € Z szogeknél lesz a keresztfej a legtdvolabb a forgascentrum-
tél, és 1,75 m a legtavolabbi tavolsdg. b) ¢, =0° +k-360°szogeknél van a keresztfej a
legkozelebb a forgascentrumtdl és 1,25 m a legkozelebbi tavolsag.

c) x=r-cosg + /I?°—r*sin®¢ = 0,25 cosg + /2,25 —0,0625-sin*¢ (méter) a keresztfej
tavolsaga a forgascentrumtol ¢ szog fliggvényében.
8443. a) ~ 4,305 m® = 4305 liter az olajtartaly térfogata. b) ~ 1041 liter olaj van a tartalyban,

a-r*r  r’sina

szelet — tcikk - théromszég = 360 - 2 = 0,229745 mz.

1 =~ 1,040 746 m® ~ 1041 liter.

3444. a) e~ 14,82 cm a két tarcsa kozos érintGszakaszainak a hossza. b)i; ~ 12,07 cm a na-
gyobbik tarcsan a tapadasi feliillet hossza. c)i, =~ 3,4 cm a kisebbik tarcsdn a tapadasi feliilet
hossza. d) [~ 45,11 cm a meghajt6szij hossza.

8445. 1) o ~ 106,26° a keresett szog nagysiga, r =5m. b) A ~ 7,48 m* a dongaboltozat ke-

a-R*7mr arnm R
resztmetszete. A =Ty — topg = 360 360 ahol R=b+r. ¢) V=53,86 m” a don-

gaboltozat térfogata. d) m =~ 118,5 tonna a boltozat tomege. Hires dongaboltozatos templomok
példaul a Santa Maria de Naranco templom Ovideo mellett, a St. Sernin templom Toulouse-
ban és a La Madeleine templom (Vézelay). Egy korabbi feladatunkban emlitettiik a 1ébényi
Arpéd-kori Szent Jakab templomot, ennek szintén dongaboltozata van, de ez nem az eredeti,
mert a Bécs ellen vonul6 toérokok 1529-ben felgyijtottdk a templomot és beomlott az eredeti
boltozat, 1683-ban masodszor is felgyujtottak a torokok egy tijabb Bécs elleni timadasnal.

. . AT BT
3446. ~ 124 m a rdd és a teodolit vizszintes tavolsdga. — = tga, — = tgfs,
x

X
=BT —AT.

3447. a) x~2,86 km-re vagyunk a 1ébényi templomtdl a hglégballonnal. b)y =~ 5,04 km a
hélégballon és a Fehér-t6 tavolsaga. c¢)z ~ 5,73 km-re van egymastdl a t6 és a templom.

~ 159 liter a hidny. @ =~ 130,56° ¢
Vo = 1.

o szelet

Bi L
I=2m B
4 g

[=3

Y/ e
. ’\ Nbenylrt Kplom
0 o A7 B L
x F 2 Hansag

XK Fehér16
D
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1 k )
3448. a) t)=——+ 30 (masodperc), ahol k€Z, t,= + 0 (mésodperc), ahol /€ Z,

600 120
id6pontokban lesz a fesziiltség értéke a maximalis fesziiltség felével egyenld. % =
. , 1 , 1 , 7 , 1
=Usin@-7-f-1). b) 1= 600 s, t,= 20 S, 3= 500 s, t')= 500 id6pontokban lesz a

1
fesziiltség abszolutértéke egyenld a maximalis fesziiltség felével, az elsd 30 s-ban.

¢) = 66,67%-ban lesz nagyobb a fesziiltség abszolutértéke a maximalis fesziiltség felénél.
2- At

1
At=1t,—1t és 100 = 66,67%, ahol T = 0 s. Erdemes lerajzolnunk a szinuszfiiggvény

grafikonjat.

1 k )
3449. a) t)=——+ 30 (masodperc), ahol k€ Z, t,= + 30 (masodperc), ahol /€ Z,

400 400
id6pontokban lesz a fesziiltség értéke az effektiv fesziiltséggel egyenld.

. _ , 3 1
U= Uy Sin@ 70, Upy= Uy /2 -sin@Q -7 f-1). b) ', =

1
s = s, U= ——
400 >"27 400 >3 g0 >

7
t,= 200 id6pontokban lesz a fesziiltség abszolutértéke az effektiv fesziiltséggel egyenl6 az

1
elsd 0 s alatt.

3450. x = 55,6 m. Alkalmazzuk a koszinusztételt!

3451. g) 1020 m az Aranyszarvas és a megfigyel§ tavolsaga. b) 680 m a spanyol gélya és a
megfigyeld tavolsaga. c) =~ 350 méter az Aranyszarvas és a galya tavolsaga. Alkalmazzuk a ko-
szinusztételt! d) = 11°9’-es szOgben latja Sir Francis Drake a spanyol hajé és a megfigyeld tavol-
sagat. Alkalmazzuk a szinusztételt!

3452. y~61,4m magas a torony. ElGszor szamitsuk ki a S szoget a koszinusztétel segitsé-

X
gével. a’> =b*+s>—2-b-s-cos 8. Kapjuk, hogy £~ 23,78°. Majd 5= sin 8-bdl kapjuk x-et.
y=x+15m.

80
3453. a) x =~ 2067 m tavolsagra van az elsd mérésnél a hajo a torony aljatél. — = tga.
x

80
b) y =~ 1340 m tavolsdgra van a masodik mérésnél a hajo a torony aljatél. — = tg 3.
y

80 m
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, ;.

ENy E
ENy A
v, 22 km
v,
135° ‘
45° < 4
v, =vity, \/
D

¢) z=~ 813 m utat tett meg a két mérés kozott a hajd. a =~ 2068,6 m és b =~ 1342,4 m, ezeket egy-
egy megfelel Pitagorasz-tétellel kaphatjuk. Majd alkalmazzuk a koszinusztételt a z tavolsagra
km
felirva, az a, b és z oldald haromszdgben! d) = 8,29 — = 30 W a haj6 sebessége.
S
3454. a) 42 perc 40 masodperc id6 alatt érne a repiildgép az egyik repiil6tértsl a masikig.

m .
b) ~ 110 — = 396 2 reptil6gép eredd sebessége a feladatbeli sz€El esetén. Irjuk fel a koszi-
S

L « L . ) 2_ 2, 2

nusztételt a megfelel6 sebességek alkotta haromszogre! v, =v, +v, — 2 v, v,  cos135°, ahol
m m

v, = 125 — a repiil6gép sebességének nagysaga szélcsendben, v,= 20 — a szél sebességének
s s

a nagysaga, v, a repiil6gép sebességének nagysdga a megadott sz€l esetén. c¢) = 48,5 perc a

repiilési id6 a megadott sz€l esetén. d) ¢ = 6,5° szoggel kell oldalra kormanyozni a repiildgépet
v, sin135°

kissé észak-nyugat felé. Alkalmazzuk a szinusztételt! L=
v, sing

3455. a) a~47°10" szoget zér be az észlelési irany a Fold felszinével. b) 8 ~ 40°42’ szbget

zar be a szétesési irdny a Fold felszinével. c¢)x =~ 14,78 km utat tett meg a két mérés kozott a

m
tlizgdmb. Alkalmazzuk a koszinusztételt! x* = 30> + 25* —2-30-23 - c0s28°42". d) v~ 422 — a
s

tlizgdmb atlagos sebessége.

3456. a) BACL =57°3". b) AB =~ 145,9 m. Alkalmazzuk a szinusztételt!

AB  sin ACB<

BC ~ sinBACE
AH
¢) AH =~ 82,2 m az antenna magassaga. 1B sin ABH<.
AB  siny
3457. a) a=3729 és 6,=30°30". b) AB=~647,7m és BD=726,7m. —— =— és
BC  sina

BD  siny,

E— Siné\l . ¢)AD =~ 96,9 m. A
AD*=AB?+ BD*— 2-AB-BD-cos(f — B,).
3458. a) a=27°14" és 6,=2637. b)AB=
) AB  siny BD ; ;
722,6 m és BD = 666,5 m. R = sina ’ E = I c
Smry 150 m
B

sind;
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¢)AD =767, 4m.
AD*=AB*+BD*—2-AB-BD-cos (£ + B,).
BC  sing, CD  sina,
3459. a) BC=1050,6 m, —— = — .b)CD=13453m, —— = — . ¢) CE=~1061,1 m,
AB  sina, BC  sinag
CE sina, EF  sina, FG sinay,
— = .d)EF=~6893m, —=———.¢) FG=602,6 m, —=——.
CD  sinag CE  sina, EF  sinays
r sing r o osiny a-sing
3460. a) ¢ + ¥ =99°39". b) p=2548". —=— és —=——, ezekbdl - =
a sina b sinf sino
b-siny : : . .
= — g S innen 2,2066 -sing = sin(99°39'— ¢). Majd alkalmazzuk a megfelels Gsszegzési
sin
tételt az egyenlet jobb oldalara. Ezutan osszuk cos ¢-vel az egyenlet mindkét oldalat. Kapjuk,
T, siny r
hogy tgg~0,4835. ¢)r=382,17m. d)r ~83557m, — = 51Ta/1 e)r,~ 140,01 m, f =
a

sinf
3461. Hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
a) PACL + PBCL = ¢+ =79°58".
b) PACL = ¢ =3644". ¢)PC=r=11783m. d)PA=r =
~15931,7m. e) PB =r, ~ 16039,7 m.
A






