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T
3390. a)a,_ . =6, ezt akkor veszi fel, ha x= R Hozzunk kozos nevezsGre, alakitsuk at a

4 2 4 2

min

kovetkezs alakara: a (x) = ; = +— .
® 4-sin*x-cos’x _ 2-sinx-cosx  sin?2x  sin2x

b)b,.,=2- ‘/5, ezt akkor veszi fel, ha x =

-l>|>| +

. Mivel b (x)> 0 a megadott intervallumon, ezért
2

1 1 B B
cosx - sinx] o IV

pontosan ott van a minimuma, ahol a négyzetének. b*(x) = l

1 4 1 1
= +— =4 +— >
sinfx-cos’x 2-sinx-cosx sin?2x  sin2x
. 7T , . s 7z . . z
¢) cpin=2"/2 + 2, ezt akkor veszi fel, ha x= T Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép
ki i 16t ! ! ! Kapjuk, h ! ! =
0zOtti egyenlGtlenséget a pozitiv és -re! Kapjuk, ho - + >
Zgy & P inx cosx P) & sinx | cosx
> —————— Itt egyenlGség akkor és csak akkor van, ha —— = . Mutassuk meg,
/sinx- cosx sinx  cosx

1 2/5+

T
hogy ez x= Z-nél teljestl! Tehat c(x) = + =..=

Jsinx-cosxy ~ SIMX COSX /sin2x

b
=22 /2+2.d)d ,=2-/2 +4, ezt x= Z-nél veszi fel. Hasonl6an jarhatunk el,

+—
sin2x

T
mint az el6z6 feladat megoldasanal. e) A kifejezés minimuma 2 - /E +2ésezt x= Z-nél veszi

1

fel. A kifejezést hozzuk a kévetkez6 alaktra: +———+— . Alkalmazzuk az
cosx sinx  sinx-cosx

elsd két tagra a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget, kapjuk hogy +

1 1 1 1 2-/2 2
= >2- — +— = +———2>2-/2 +2.
S .x SImx-CosSx COSXx-Smwx S x-Cosx /sin 2x sin2x

n b a’+ b*
3391. K, .= > és ezt x;=x,= ... =x,= T-nél veszi fel. Alkalmazzuk az a b < 5

sin” x, + cos” x,
2

COSXx

ismert és konnyen igazolhat6 egyenlStlenséget! sinx, - cosx, < , Sinx,- cosx; <
_ sin® x,+ cos” x, ) _ sinx, _,+cos’x, . _
S5 . sinx,_oosy, < > , sinx,-cosx; <

Adjuk 0ssze ezen egyenldtlenségeket, kapjuk, hogy:

sin® x, + cos” x,
2

K< % : ((sin2 x,+ cos’ xl) + (sin2 x,+ cos’ x2> + ..+ (sin2 x,+ cos’ xn)> =

1 n
=— - (1+1+...+1)=—.
2 2
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3
-nal veszi fel. a (x) = cosx-cosx- [3 -2 cosx]. Alkalmaz-
zuk e harom tényezére a szamtani és mértani kozEép kozotti egyenlStlenséget!

3
3 cosx+cosx+5—2-cosx
; cosx~cosx-[3—2-cosx] <

1
< 3 . Ebbdl kovetkezik, hogy a (x) < 3
3
Egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha cosx=——2-cosx.b) b

3392. a)a

3 T
max— g esezt x=—

IV

max~

—, ezt akkor veszi fel
27
a fiiggvény, amikor x = arc cos 3= 0,8411. b(x)=cos x-cos x-(2—2-cos x), ezutan hasonl6an
2
jarjunk el, mint az el6z6 feladatnal. ¢) ¢, = 57 és ezt akkor veszi fel, ha x =arc sing ~0,7297.
Hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot. A kdvetkez6kben is k, [, m, n, p, g, u, v
tetszdleges egész szamokat jelentenek.

Trigonometrikus egyenletrendszerek

T T
3393. x=(k-) i y=k+D .

T 3.
x1=7+k~2~71', X2=
3394. )

——+m-2-7,
T 71.2 Adjuk 6ssze az egyenletrendszert!
y1=5+l~77; y2=?+n~7r.
Ve T 3-r
b) x1=Z+k-2-7r, x2=—?+m~2-7r, x3=T+p<2-7f, x4=—T+u<2-7T,
=1 Yo=n-T; y3=4q 7 Yy=0- T
Adjuk 6ssze az egyenletrendszert!
x,=k-m, X,=m- T, x,=02527+p-2-7, x,~2,8889+u-2-m,
3395. « u 3z i ; u
)y1=Z+l-71'; y2=T+n-71'; y3=7+q-71; y4=?+v~7r.
Vs 3-7
x=—+k2m, |x,=——+m-2n,
b) 4 4
T T
y1=7+l-7r; y2=7+n~7r.

b4
x=—+k-m
3396. «a) 76.[ Fejezziik ki a masodik egyenletbdl y-t és helyettesitsiik be az elsd
y=——k-m
6

egyenletbe, majd alkalmazzuk a megfelels Osszegzési tételt! Hasznaljuk fel a konstans eltiin-
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tetésére az 1 = sin’x + cos” x azonossagot, majd osszuk el az egyenletet cos® x-szel, amikor ez
nem nulla! Kapunk tgx-re egy masodfoka egyenletet. (Mutassuk meg, hogy cosx nem lehet
nulla!)

T
x =k x, Xy=—+1-1,

i _dTo ;
Nn=y, T y2:7—l-7r.

Hasonl6an jarhatunk el, mint az el6z6 feladatban, a végén kis eltéréssel. Ugyanis a végén ren-
dezziik nullara az egyenletet és alakitsuk szorzatta!

3.
X=— +k-m,
3397. a) T Hasonl6an kezdhetjiik el, mint az el6z0 két feladatot. A tovab-
=——+k- T
Yy 6 T
biakban az 6sszegzési tétel alkalmazésa utan cosy-nal osszuk el az egyenletet (ha x-et fejeztiik
ki korabban)!
27 ik T ik Tk
X=—— - TT, X=—+kKk-T, X=— T,
b) 3 ¢) 2 d) 60
=k S 3T
Yo TR YRR T d
T x,=0+1m,
3398.4) /N7 3 TK T P

»w=0+k- m; 2T

Fejezziik ki x-et az els6 egyenletbdl és helyettesitsiik be a masodik egyenletbe! Alkalmazzuk a
megfeleld Osszegzési tételt, szorozzunk a nevezdvel, rendezziik nulldra az egyenletet, majd
alakitsuk szorzatta!

T-7 5.
x1=—12 +k-m, x2=—12 +1[-7,

b) 5.7 T
y1=—760 +k'7f; y2=—Z+l'7l'.

Hasonl6an kezdhetjiik el, mint az el6z6eket, itt tgy-ra masodfoku egyenletet kapunk. ¢) Az
egyenletrendszernek nincs megoldésa a valds szamparok halmazan. Hasonlé mddszerrel old-
hatjuk meg, mint az el6z6t. d) Az egyenletrendszernek nincs megoldasa a valés szamparok hal-
mazan.

T

X,=-——+m- 7,

> 2 2

7 (sin®x) + cos*x = sin? y + cos’ y = 1. Mésrészt a
y2=7+ﬂ'2'7[’.

sin® x + cos® x = 1 azonossag négyzetre emelése utan kaphatjuk, hogy sin* x + cos* x =
=1—2-sin’x-cos’x. Igy 1 — 2 - sin® x- cos” x = 1. Folytassuk!

IV
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s bid bid /s s T s b
x=—+k —, X,=—+k —, Xy =—+k —, Xy=—+k —,
3400 4 2 4 2 4 2 4 2
) T 3. T S5
y1=T+l-2-7T; y2=T+m~2~7(; y3=—Z+n~2-71'; y4=T+p-2~7[
. 1
» . e L 1 i 1 ) sm"x+cos"x=z,
sin® x + cos® x = (sin’ x) + (cos® x) =...=Z-<sm y+cos y)zz. Igy 1
sin3x=5-siny.
. . 1 — cos2x ) 1+ cos2x .
Hasznaljuk fel, hogy sin” x = — és cos” x = — ezeket beirva az el6bbi egyen-

letrendszer elsd egyenletébe, majd rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy cos 2x = 0.
T x,= 11,1071 + m - «,
x=—+km, e ,,
4 T Vegyiik figyelembe, hogy az els6 egyenlet a

y1=l'7l'; y2=7+n-7[.

3401.

/s
kovetkezd alakra hozhaté: sin(x + y) = sin {2 - (- y)].

117 3.
X, = +k-m, x2=T+l T,

3402. q) s
y1=Z+k'7T; y2=w+l'ﬂ'.

Fejezziik ki az els6 egyenletbdl x-et, majd ezt helyettesitsiikk be a masodik egyenletbe! Alkal-
mazzuk a megfeleld Osszegzési tételt, majd szorozzunk a nevezdvel és tgy-ra kapunk egy ma-
sodfoku egyenletet.

T T
b) x1=—E+k~7r, x2=—7+l~7[,
177 197
"=, k- |y,= 2 -1l
T2z
x=—+2-1-—,
3403. g_n 3 -
= +2.[,
Y= 3
5-m+ /25 72— 16 5-7—/25-7*- 16
340 ne 4 e 4 ’
404.
5-7— /25 71— 16 5.7+ /25 72— 16
= > = .
4 4

Az els6 egyenletbdl kaphatjuk, hogy x-y = 1. A masodik egyenletet rendezziik at ugy, hogy az
1 magényosan 4lljon a jobb oldalon! Majd alkalmazzuk a bal oldalra a megfeleld 6sszegzési
tételt! Vegyiik majd figyelembe a megoldasnal, hogy x >0 és y > 0, ezért az Osszegiik is pozitiv.
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T 3.7 3.7
x]=T+k-2~7r, x2=—T+m~2<71', x3=T+p-2-7r,
3405. p p 50
y1=Z+l-2~JT; y2=g+n-2-n; y3=T+q-2-7r;
3.
x,=———+u-2-m,
5 ‘_‘ﬁ A masodik egyenletbdl hatarozzuk meg x-et és ezt helyettesitsiik be az
y=——+tv2 1.
6
elsd egyenletbe!
x=-—1,
3406. y=—1, Fejezziik ki az els6 egyenletbdl y-t és helyettesitsiik be a masodik

=2k
z=- TT.
egyenletbe! Szorozzunk a nevezdvel és kapunk x-re egy masodfoku egyenletet. Ennek akkor és

csak akkor van val6s megoldésa, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.

T T
x,=—+k-m, x,=—+k- m,
3407. 2 2 Hasznljuk fel, hogy cos2c=1—2-sin’ x és
y1=—?+l'7[; y2=—?+m-7r.

3
cos2y = 2 cos’ y — 1. Ezeket behelyettesitve, kapjuk, hogy sin” x — cos® y = 2o alakitsuk

3
szorzattad, majd hasznaljuk fel a masik egyenletet és kapjuk, hogy: sinx + cosy = > Oldjuk

1
sinx — cosy = —,
2
meg a 3 egyenletrendszert!
— _2
sinx + cosy = -
il
— k2. =5 T AT
3408. {;1: i . 727 ™ 2 Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy x =2y, ezt he-
! ’ = ? + 1.

lyettesitsiik be a méasodik egyenletbe és oldjuk meg az egyenletet!

T
x=—+k-2m,

3409. a) ‘ztz' A masodik egyenletet alakitsuk at a kdvetkez6 mddon:
=——k- 27
1
R R
Sin —— - cos —— = 2 .
T

x1=€+k-2‘71', x,=r+1-2-m,
b) < __ T 127 Fejezziik ki az els6 egyenletbdl y-t és helyettesit-

y=—=——k2-m |73 ’

2

IV
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stik be a mésodik egyenletbe, alkalmazzunk egy megfelel6 0sszegzési tételt, majd rendezés utan

osszuk el az egyenletet /2 + ﬁ -mal!

2.7 T
Xy=——+k-21, |x,=———+1-2-7,
3410. o) 3 26 Hasonl6 médon is megoldhatjuk,
y1=?+k-2~7r; y2=—T+l»2-7r.
mint az el6z6 feladatot.
T T
x=+k2em, x=7£+k~2'7f, x=—tk2m,
T
e ™ ian = 3 we2w YN T,
"2 ' "% '
/s
x=—+k+1)x,
3411. ) 76{ Adjuk Ossze a két egyenletet, majd alkalmazzuk a megfelels
y=g+(k—l)~7z'.

T b4
x=—+k+h)nm, |x,=——+k+Dm,
Osszegzési tételt! b) s 737 Hasznaljuk fel a tangens
y]=?+(l—k)~7r; y2=—?+(k—1)~7r.

definiciojat! Majd az els6 egyenletet hasznaljuk fel a masodik egyenlet atalakitasdban és
1

kapjuk, hogy: cosx-cosy = T

Ezt adjuk Ossze el6szor az elsé egyenlettel, majd masodszor pedig vonjuk ki bel6le az elsd
egyenletet, kapjuk a kdvetkez6 egyenletrendszert:

cosx-cosy+sinx-siny =1
1 | Alkalmazzuk a megfelel§ Gsszegzési tételeket, majd oldjuk

COSX-COSy — Sinx-siny =— >

5r 7
x1=T+(k+l)-7r, X2=T+(k+l)'7l',

b S
=g tk-Dm A\y=-—amt k=D

juk Ossze a két egyenletet, majd masodszor vonjuk ki egymasbol a két egyenletet! Ekkor egy
Gjabb egyenletrendszert kapunk. Alkalmazzuk a megfelel6 0sszegzési tételeket és ekkor ismét

meg az egyenletrendszert! c) Elszor ad-

S5
x1=T+(k+l)-7r,

Ujabb egyenletrendszert kapunk, amelyet mar konnyen megoldhatunk. d) T
y1=?+(l—k)~7r;

T T 5.1
x,=——+(k+10)-, X=—+(k+1) 7, X=——— A+ (k+1)-,

3 3 12 Hasonloan
SRS S ALY NP P S
=" k=07 |y;= 5 k—=0-m; |y= 3 k—=1) m

oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
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b T T
x1=?+k~2'n’, x2=?+k~2‘71', x3=—?+n~2‘71',
3412. z . ju
y1=?+l‘2-ﬂ'; y2=—?+m~2~n’; y3=?+l‘2-n’;
b
x,=——+tn-2m,
JST Az els6 egyenletet alakitsuk at a kdvetkezd alakira a megfelel6 azonos-
y4=—?+m'2~7r.

1 1
sag segitségével: 5 (cosx + cosy) = bR Fejezziik ki innen példaul cosy értékét és helyettesit-

stik be a masodik egyenletbe!

T 2 T
x1=?+m-2-7r, x2=T+m-2-7f, x3=?+m~2'7r,
3413. 4) e o pu
y1=€+k-2-ﬂ'; y2=€+k-2-n’; y3=—g+k-2v71';
2 T T 4
x4=T+m~2~n’, x5=—?+p‘2‘7'[, x6=—?+p~2-71', x7=T+p~2~7r,
T 5. S 5-rm
y4=—z+k~2~ﬂ'; y5=T+n~2~7[; y6=—T+n‘2~n’; y7=T+n~2~7r;
4.
x8=?+p'2'7[,
5.1 Alkalmazzuk a kovetkez6 azonossdgokat: cos2x= 1 — 2-sin’x;
y8=—T+n~2~7T.
cos2y=2 cos’y— 1. Ezeket felhasznilva az els6 egyenletb6l a kovetkezdt kapjuk:
sin® x + cos’ y = —. Oldjuk meg a masodik egyenletbdl és az tij egyenletbdl kapott egyenlet-
T b4 e
x1=Z+(k+m)~7r, x2=—E+(k+m)~7r, x3=T+(p+m)-7r,
rendszert! b) e e 5.7
n=—pth—myx; |y,=+k—m ys=— te—mm

T
x4=7+(p+m)-7r,
_7~JT
V4= 12

A masodik egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk a szinuszok
+@-—-m) m.

) o ) ) L 2ty 2x—=2 1
Osszegének szorzatta alakitasara vald azonossag segitségével: 2 - sin S cos 7 T

ebbdl az els6 egyenlet felhasznalasaval kapjuk, hogy: cos(x —y) = >

5w b
Xy=———+@m+n)2-m, x2=—Z+(n+m)-7r,

3414. ) 12 $
Y1:Z+(”_m)'2'7f§ yzz—T—i-(n—m)%';

IV
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17-7

T
Xy= +(m+n)2-m, X,=——+@m+n)-2-m,
132_ T 417 T Mindkét egyenletet alakitsuk
y3=—T+(n—m)~2-7r; Ya=~ 5 +m—m) 2 m.
xty . x—y
at a megfeleld azonossagok segitségével a kovetkezd alaktira: 2-cos > sin S

. Osszuk el egymassal a két 1j egyenletet

/0 =2 ) x+y x—y J6+2
= 1 ; €0§ —— €08 —— = 2
Vs T
— x=—=+Mn+m)2mx, x2=F+(m+n)~2-7r,

. . x-y
és kapjuk, hogy: tg TzZ—ﬁ. b) T e
yIZF-I—(m—n)'Zﬁ; y2=?+(m—n)~2'7r;

13- 7 T
X;= +(m+p)<2-7-[, x4=?+(m+p).24n-,
T 13- 7
ys=7 +m-p)2-m Ya= tm-p) 27
Ve 5. 5w
x=—=+(@m+n) nx, x2=w+(m+n)-7z', x3=T+(m+n)-JT,
3415. q) _5_7T+ . _ﬂ+ . B ,”+ .
= 60 (m—n)-m; |y= 3 (m—n)-m; Y3= 12 (m—n)-m;
77
X,=——+@m+n) nx,
51,2” Hasznaljuk fel a tangens és a kotangens definicidjat! Legyena = 2 és
y4=T+(m—n)<7r.

b=2-

2
1+ 3 ‘/g ] Ekkor az els6 egyenletet a kdvetkez6 alakra hozhatjuk:

sin(x+y)=a-cosx-cosy. Mig a masodik egyenletet a kovetkez6 alakra hozhatjuk:
sin (x +y) = b - sin x- sin y. Ezeket alakitsuk at még a kovetkez6 mddon:

1 1
(1) sin (v +y) = - -a-cos (¥ —y) + - a-cos (x +y) és

1 1
(2) sin (x +y) = 5 b-cos (x —y) — B b -cos (x +y). Az (1) egyenletet szorozzuk b-vel, a (2)
egyenletet szorozzuk a-val, majd a kapott elsé egyenletbdl vonjuk ki a kapott masodik egyen-
a-
letet, kapjuk, hogy: (b —a)-sin (x +y)=a-b-cos (x +y), ebbdl (¥)tg (x +y) = b—a Ha
—a

most Osszeadjuk a b-vel, illetve a-val val6 szorzas utan kapott egyenleteket , akkor azt kapjuk,
hogy (**) (a +b)-sin (x +y) =a-b-cos (x —y). A (*) és (**) egyenletekbdl all6 egyenletrend-
szert mar konnyebben megoldhatjuk, f6leg, ha visszahelyettesitjik a, illetve b értékeit.

T S 3.
x=—+@m+m) m, X,=—7+m+n)n, |x3=——+(@m+n) m,

R I 2 'y
y1=—E+(m+n)<71'; yzz—f—l-(m—n)-n; y3=T+(m—n)<7r;
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11-7
12

s
y4=Z+(m—n)~JT.

Xx,= +(m+n) m,

x=rm+k-m,

3416. q) y= 2 k. . A masodik egyenletet alakitsuk dt a kovetkezs alakura:
3 .
5

¥

1 1 x=
?-(cos(x+y)+cos(x—y))=z~(1+/§). b) 65_ )
y=————k- 1.

0
326
=

+ k-,
e Alakitsuk at a masodik

1
egyenletet a kovetkezd alaktva: 5 (cos(x—y) —cos(x +y)) =

3.7 T Vs
x=——+k-m, x=——k-m, |x,=——--mn,
3417.4){ * by{ % 3.3
y=E—k-7f. y1=€+k-7r; y2=T+m'7T.
x,=k-m, T / x=——+k- 7,
3418. )] _ T~ R ) 4
’ ' 12
b
x,=k-m, X,=—+m- 7,
3419. LA 2
1= ’ n=gmmen
([ d T
x=—+k- m, x,=—+k-m, X,=—+m-m,
3420. )] 4 b){ 2 3
=—+k-7. =——k-m; =—-—m- 7.
Y=1; k- y13k7r, Y= —mw
Ve 5.
x=—+knm |X,=——+m-um, x=—+k,
3421. )] O o bl O
ylzg—k-n; Y,=— g T mem yz—g-i-k.
b4 /9
xx=—+m+k)ynr, |x,=——+m+k)m,
3422. 2. 7%. Alkalmazzuk a tangens definicid-
=g rm-k)m \y=—o+m-k)-r

jat, ekkor kapjuk a masodik egyenletbdl, hogy 4-cosx-cosy =1, ha felhasznaljuk kozben
az elsd egyenletet is. Adjuk 0Ossze az 1j egyenletet az elsd egyenlettel, kapjuk, hogy
cosx-cosy+sinx-siny = 1. Ezutdn a korabban kapott egyenletb8]l most vonjuk le az els6

egyenletet, kapjuk, hogy: cosx-cosy — sinx-siny = — 5

IV
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Majd alkalmazzuk a megfeleld 0sszegzési tételeket és a kapott 1j egyenletrendszert mar kony-
nyen megoldhatjuk.
x=k-n+m)-m
3423. y=n+k—m)-x . Adjuk 6ssze az elsd két egyenletet, majd ebbdl vonjuk le a
z=(1+6-n—k—-—m)-x
harmadik egyenletet! Kapjuk, hogy sinx + siny — sinz + sin(x +y + z) = 0.
(sinx + siny) + (sin(x +y + z) — sinz) = 0. Alakitsuk szorzatta a zarGjeles kifejezéseket:

X+ X — xX+ty+z+z X+tyt+z—z
2 -sin y»cos y+2-cos 4 -sin 4 =0,

Xty xX=y xty+2z ) A I
sin 7 cos 5 + cos 5 = 0. Alakitsuk szorzatta a zardjeles kifejezést! Kis
. PP . . Xty x+z y+z 1 ax .
atalakitas utan kapjuk, hogy sin 7 cos 7 cos = 0. Ebbdl elébb-utébb: x +y =

=k 27wy xtz=m+m-2-7m; y+z=rx+n-2 rm.0ldjuk meg a kapott egyszeri egyenlet-
rendszert!

Néhany nehezebb trigonometriai feladat

3424. {;z ? T Gondoljuk meg, hogy 3*+ 37*< 2. Alkalmazzuk a negativ kitevdjli hat-
vany definiciéjat, szorozzunk a nevezdvel, rendezziik nullara és oldjuk meg a 3*-re masodfoku
egyenl6tlenséget! Vegyiik észre, hogy teljes négyzetet alakithatunk ki: (3*— 1)< 0, ebbdl ko-
vetkezik, hogy 3* = 1, azazx = 0.

3425. A haromszog oldalai 4; 5; 6 egységnyiek, a szogei =~ 41,4% =~ 55,8% =~ 82,8°. Legyen az
n — 1 hossztsaga oldallal szemkozti szog x, az n + 1 hosszasagu oldallal szemkozti szog 2 - x,

ekkor az n hosszisagi oldallal szemkozti szog 180° — 3-x. A szinusztételt alkalmazva

n+1 sin2x 1 n+1
=— , ebbdl eldbb-utobb cosx=—-
n—1 sinx 2 n—1

(n— 1)2 =n’+(n+ 1)2—2~n(n+ 1)-cosx. Ebbdl cosx=

. Alkalmazzuk a koszinusztételt!
n+4

2-n+1)°

cosx-re kapott két egyenletet, akkor azt kaphatjuk a kapott

egyenlet megolddsa utan, hogy n = 5.

’
3426. Legyen K az A'B’ szakasz felezOpontja, OK = —

D ";’ C ﬁ’

Ha osszevetjiik a

K gin|Z — 1. Ezekb8l @ =45°—30°(=15%). —— =
i r c oA =sin 4 al|, r=1. Ezekbdl a= (=15°). 5=
2§ F 0 . 2 r'm ) , tg45° — tg30°
=tga, € gy t= =2-rtga=2r"——————=
a 1+tgd5°-tg30
D =..=2:(2-3).
o






