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T T
3278. x,= ETH +k-m; x,= - + - . Alkalmazzuk a tangensre val6 6sszegzési képletet,

majd kapunk egy egyenletet tgx-re. Szorozzunk be a nevezével és tg x- re egy masodfoku egyen-
letet kapunk, amelyet oldjunk meg.
3279. x, =~ 1,1503 + k-m; x,~—1,1503 +1 7. A tg2x-et fejezziik ki tgx-szel, majd szoroz-
zunk a nevez6vel. Rendezés utan alakitsuk szorzatta az egyenletet!

pid
3280. a) x= 3 + k - m. Alkalmazzuk a megfelels Osszegzési tételt a bal oldalon, majd helyet-
tesitsiik be a megfelel6 nevezetes hegyesszogek szogfiiggvényeinek értékeit, ezutdn osszunk cosx-

b4
szel, amikor ez nem nulla. Mutassuk meg, hogy cosx nem lehet nulla. b) x = vy + k- . Hasonl6
T
modon jarjunk el, mint az el6z6 feladatnal! ¢) x = 3 + k- 7. Hasonlé médon jarjunk el, mint

T b
az eloz6 két feladatnal! d) x, =k -m; x,= 7 +1-2-m; x3=— 7 + m-2- . Hasonl6an kezd-
T
jik el, mint az el6z6eket, majd rendezziik nullara és alakitsuk szorzatta! e) x,= > +k-m;
T 5-m o . . .
0= +1-2-m; x3= o +m-2- 7. Hasonl6éan jarjunk el, mint az el6z6 feladatnal.

f x= % +k-m; x,= % +1-2-m; x3=-— % +m-2- 7. Hasonldéan oldhatjuk meg, mint
az el6z6 két feladatot.

3281. a) x=0,2318 + k- % Vegyiik figyelembe, hogy sin4x = 2-sin 2x-cos 2x, masrészt
sin? 2x + cos*2x = 1, a kapott egyenletet osszuk el cos? 2x-szel, amikor ez nem nulla! Ekkor
tg 2x-re kapunk egy masodfoku egyenletet, amelyet oldjunk meg! Mutassuk meg, hogy cos 2x

2. 2.
nem lehet nulla! b) x;~ —0,0477 + k - ?; x,= 0,6760 + k - < Hasonl6é médon kezd-

hetjiik megoldani, mint az el6z8 egyenletet. Kapunk sin 5x-re egy masodfokt egyenletet, ha
cos?5x = 1 — sin? 5x-et figyelembe vessziik.

T 2.7 2.7 )
3282. a) xl=Z+k~7T; x2:T+l~2~7r; x3=—T+m~2~7r. Hasznaljuk fel cos 2x
képletét és a sin® x + cos” x = 1 azonossagot! Ezutan alakitsunk szorzatt4!
b
2-cosx- (sinx — cosx) + (sinx — cosx) = 0. Folytassuk! b) x,=k-2-7; x,= il k-m.
Alkalmazzuk sin 2x képletét, majd alakitsunk szorzatta!
2-sinx-cosx- (1 — cosx) — (1 — cosx) = 0. Folytassuk!

T 1 1 T
3283. a) x,=k-2-7m; x,=—+1-2-m; —— -sinx+—-cosx=———, COS—-sinx+
1 2 /2 /2 /2 4
in ! i ﬂ' ! b k i / H 16 1d
+sin — - =— +—|=—. =k-m; x,=—+I-71. -
sin 1 cosx ﬁ’ sin | x 1 ﬁ ) X, TX, 1 7. Hasonldéan o

T s
hatjuk meg, mint az el6z6 feladatot. c) x;= 3 +k-2-m; x,= > +1-2- 7. Hasonl6an old-
hatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot, csak itt 2-vel osszuk el az egyenletet! d) x,= k- ;

0= + [- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot. e) x, = — 0 +k-m;

IV
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b Vs
== +[- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot. f) x,= Yy +k-m;
17
= r +[- . Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z5 két feladatot. g) x,=k - >

x,~ 0,5536 + [ 1 Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatokat, csak itt ,/5 -tel osszuk
el az egyenletet!

3284. a) x,~ 2,6516 +k-2-71; x,=-— % +1-2- . Hasonldan oldhatjuk meg, mint az elG-
70 feladatokat, csak itt M-gyel osszuk el az egyenletet! b) x,=k-2-m; x,~ 19656 +1-2- .
/B-mal osszuk el az egyenletet! ¢) x,= % +k-2-m; x,=m+1 2 7. Alkalmazzuk a tan-

gens definicidjat, majd szorozzunk a nevezdkkel, ezutan pedig osszuk az egyenletet 2-vel!

T b4 /9 T
3285. x,= 5 +k-m; x,= - +1- R Az egyenlet bal oldala egyenl$ sin |x + ey -mal.
/s T T T
3286. x,=— 7Y +k- 7 T +1- R Osszuk az egyenletet ﬁ-vel! Ezutan vegyiik

bid
észre, hogy a kapott egyenlet bal oldala egyenld sin |5x + 7 -gyel! Ez pedig tovabb egyenld

St~ Tl el
X 4 -vel.

cos >
T T 2. .
3287. x,= 7 +k-2-m; x,= 7 +k- = Szorozzunk a nevez6kkel, majd osszuk az egyen-
T
letet /E -vel! Vegyiik észre, hogy a kapott egyenlet bal oldala éppen sin |x + 7 !
3288. x,= 7T+k " —5.”+l ﬂ Adjunk let mindkét oldalah
- M= 07 2~ 1 junk az egyenlet mindkét oldalahoz
T
2 - cos14 x-et! Majd vegyiik észre, hogy a kapott egyenlet bal oldala éppen sin |3x + Y -nak a
négyzete! Errdl pedig gondoljuk meg, hogy éppen egyenl6 a kovetkezd kifejezéssel:
Ve
1—cos |2 [3x+—
3
2
Osszetettebb, illetve nehezebb trigonometrikus egyenletek
T T T T 2.7 T 2
3289. x1=?+k-7r; x2=Z+k-?; X3=E+k'?; x4=—€+l-T.Alkal—

mazzuk a tangens definicidjat, masrészt vegyiik figyelembe, hogy sindx = 2-sin2x- cos2x!
Harmadrészt a koszinuszok Osszegére vonatkozd azonossag segitségével alakitsuk szorzatta az
egyenlet bal oldalat: cosx + cos3x =2 - cosx- cos2x. Ezutan rendezziik nullara az egyenletet,
majd alakitsuk szorzatta!
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T
3290. x1=7+k-71'; x,=0,6847+k-2-7; x3=—0,6847+1-2-7m; x,~2,4569 +

+m-2-mw; xg=—2,4569 + n-2- . Hasznéljuk fel, hogy cos3x =4 - cos’x — 3 - cosx. Ezt he-
lyettesitsiik be, majd rendezziik nulldra az egyenletet és ezutan alakitsuk szorzatta!

T T T 5w
3291. x1=7+k-2'ﬂ; x2=—7+l-2-71; x3=€+m-2~7r; x4=T+n~2~7r.
Hasznaljuk fel, hogy sin3x = 3 - sinx — 4 - sin® x és cos2x = 1 — 2 - sin? x! Ezeket helyettesitsiik
be, majd rendezziik nullara az egyenletet és ezutan alakitsuk szorzatta!
sinx- (2-sinx— 1) — (2 sinx — 1) = 0 . Folytassuk! IV

b T
3292. x,= Y +k-m; x,=— Y + /- . Alkalmazzuk a kotangens és a tangens definici6jat,

majd szorozzunk a nevez6kkel! Alkalmazzuk visszafelé a kétszeres szogek megfeleld szogfiigg-
vényeire vonatkozo képleteket! Ezutan alakitsuk at az egyenletet gy, hogy csak cos 2x legyen
benne a szogfiiggvény, erre kapunk egy masodfoku egyenletet, amelyet oldjunk meg.

pis

3293. x= 7 +k-2-m. Osszuk az egyenletet ﬂ -vel, majd a kapott egyenletrdl vegyiik
N /s

Ty

észre, hogy a bal oldala éppen sin ! Vegyiik figyelembe, hogy a kapott egyenlet bal

oldala nem nagyobb 1-nél, mig a jobb oldala nem kisebb 1-nél. Ebbdl kovetkezik, hogy az
egyenlet csak akkor 4llhat fenn, ha mindegyik oldala kiilén-kiilon 1-gyel egyenld.

ps pis
3294. x1=—Z+k~7r; =102 x3=?+m~2~7r.Vegyiikfigyelembe,hogy

1 = sin® x + cos® x és alkalmazzuk sin 2x képletét! Ekkor észrevehetjiik, hogy az egyenlet bal

oldala éppen sinx + cosx négyzete. Rendezziik nullara az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta!
Vs b Vs 2.

3295. x1=Z+k-7Z'; x2=?+l~7r; x3=—€+m'7f; x4=T+n-7f. A bal olda-

lon hozzunk k6z6s nevez6re, majd vegyiik észre, hogy a kapott szamlalé értéke 1! Mig a kapott
nevezd éppen sin 2x fele.

bis
3296. x,= = +k-2-7m; x,=m+1 2 7. Alakitsuk szorzattd a bal oldalt még jobban! A jobb

oldalon végezziik el a négyzetre emelést és hasznéljuk fel, hogy 1 = sin” x + cos® x! Majd a ka-
pott egyenletet rendezziik nulldra és alakitsuk szorzatta!

T 97 T 11-7
3297. xlzﬁ-l-kl‘n; x2=T+l~2-n’; x3=—ﬁ+m~2-7r; x4=T+n‘2~7r.
Kiilonboztessiink meg két esetet, az 1. esetben sinx = 0, mig a 2. esetben sinx < 0.
T 2-tgx
3298. x,= 7 + k - . Mutassuk meg elGszor, hogy sin2x = | & ;- Ezutan ezt helyettesit-
+tg"x

siik be az egyenletbe, majd szorozzunk a nevezdvel! Ekkor kapunk tgx-re egy harmadfokua
egyenletet. Azt alakitsuk szorzatti a kovetkezd médon: tg>x — 2 - tg>x+ 3 -tgx—2 =0,

(tg3x —tg’ x) - (tg2 x— tgx) +2-(tgx— 1) = 0. Folytassuk!
T
3299. x,=k 27, x2=7+l-2~71; X%~ 0,6435+m-2-7w; x,=09273+n-2- 7.

Vezessiink be 1j valtozot: y = sinx + cosx. Ekkor y-ra egy méasodfoku egyenletet kapunk, ame-
lyet oldjunk meg! Uténa a szokott médon megoldhatjuk a kapott két részegyenletet, ha mind-

egyiket osztjuk /5 -vel.
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T T T 5w
3300. x1=7+k-2~n’; x2=—7+l‘2-7r; x3=E+m~2~7r; x4=T+n~2-r£.

Hasznaljuk fel, hogy sin3x = 3 - sinx- cos* x — sin’ x €s cos2x = 1 — 2 - sin” x. Ezeket helyette-
sitsiik be és rendezziik nullara az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta!
<2 -sinx — 2~ sin3x) - (1 — sin’ x) =0 . Folytassuk!
b b4 b4
3301. x,=- 3 +k- 5 ST + [ 7. Osszuk el az egyenletet 2-vel! A bal oldalon lev

T
x+—
6

T .
masodik és harmadik tag dsszege éppen sin |x + s Igy cos3x =—sin ,

. T T V.4
cos3x = sin [—x — 6]’ cos3x = cos [—x - 2]'

T .
3302. x,=k- 7 = +1-m; xy= X +m-2- 7. Osszefoglalva a megoldasokat:

T T
X=n-—. Hasznéljuk fel, hogy cos S TE[= sinx és 1 — cos’2x = sin® 2r. Alakitsuk at

ezutdn a szinuszok Osszegére vonatkozd tétellel az egyenlet jobb oldalat: sin3x + sinx =
=2-sin2x- cosx. Majd rendezziik nulldra az egyenletet és alakitsuk szorzatta!

T T 5'm
3303. x,=k 7m; x2=€+l-2-7z'; x3=—g+m-2vrr; x4=T+n~2-n’;
T
X;=———+ p-2- . Alkalmazzuk a tangens definici6jat, masrészt sin4x = 2 - sin2x- cos2x =

6
=4 -sinx-cosx- (2 - cos® x — 1). Szorozzunk a nevezdvel, majd rendezziik nullara az egyenletet

és alakitsuk szorzatta!
3304. x,~ 04240 +k-2-m; x,~1,9948+1-2-7m; x,=0,4240+m 2 m;

T 1
x,~4,2884 +n-2 . 1. eset: JT'COS)CZE— m-sinx+p-2-m,ebbdl sinx + cosx=3+ 2-p.

Osszuk ezt az egyenletet ﬁ -vel és gondoljuk meg, hogy csak p =0 lehet. Kapjuk, hogy

T)_J2
x+ i Folytassuk! A 2. esetben: 7 -cosx= 71 —

sonldan folytathatjuk, mint az 1. esetnél.

T
sin ?—n-sinx +q-2- 7. Ha-

b
3305. x,= > +k-m; x,=2. Azegyenlet a kovetkezdre vezet:

|3x—5|-cosx=(1—x)-|cosx| Alkalmazzuk az esetek szétvilasztasat! 1. eset: cosx =0.

2. eset: cosx > 0. 3. eset: cosx < 0.
T s

b4 T
3306. x,=- % + k-H; X,=— +l~€. Osszuk el az egyenletet 2-vel! Az igy kapott

egyenlet masodik és harmadik tagjdnak Osszege sin ; sinl7x + sin =0;

et e+ =
+— +—
T T3

T
sinl17x = — sin | 5x + Y

T
; sinl7x = sin [— S5x — ?]
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T T T 5.
3307. x,= Y +k- o T +1-2-m; x3= r + m -2 7. Alkalmazzuk a tangens és
a kotangens definici¢jat! Hozzunk kdzos nevezore a bal oldal szamlaljaban, majd alkalmazzuk
visszafelé a cos 2x képletét! Ezutdn szorozzunk (sinx-cosx)-szel, majd rendezziik nulldra az
egyenletet, ezutan pedig alakitsuk szorzatta!
3308. x=2 7 +k-24- 7. Gondoljuk meg, hogy az egyenlet bal oldala nem nagyobb, mint 3.
[ x—2-7

X
Ezért pontosan akkor teljesiilhet az egyenlet, amikor az sin i 1 és cos =1.

T T . Vs
3309. x1=E+k-2-77:; x2=T+l~2-7r. Osszefoglalva: x=€+m~7f. Osszuk el az

/s
-sin3x =1, sin [x + 3 -sin3x = 1. Gondoljuk meg,

1 3
egyenletet 2-vel! [5 -sinx + - cosx

hogy ez pontosan akkor lehet, ha mindkettd tényez6 1-gyel egyenld, vagy ha mindkét tényezd
(—1)-gyel egyenld!
T
3310. x,=k-2-7; x,= > +1-2- 7. Adjunk mindkét oldalhoz 1-et, majd alakitsuk szor-
zattd a bal oldalt! (sinx + 1)(cosx + 1) = 2. Gondoljuk meg, hogy ez pontosan akkor lehet, ha
az els6 tényezd 1 és a masodik tényezd 2, illetve forditval Miért nem lehetnek negativak a
tényezok?
T
3311. x,= EX +k-m; x,=—09117+1-7m; x3=—0,9117 + m- 7. Hasznaljuk fel, hogy
cos3x=4-cos’x— 3 -cosx, cosbx = 4-cos’2x — 3 - cos2x és
1+ cos2x
2

letet és cos 2x-re egy masodfoki egyenletet kapunk. 4 - cos*2x+ 5-cos 2x+ 1 = 0.
3312. (k;0) és (k;2) ahol k tetszGleges egész szam. Gondoljuk meg, hogy az egyenlet akkor
és csak akkor allhat fenn, ha: sin (7 -x) = 0 és log,(y* — 2y + 1) = 0!

3

3
cos® x = (0052 x) = ] . Helyettesitsiik be ezeket az egyenletbe, rendezziik az egyen-

b /s /4 T
3313. x=— 3 +k- X és y= 3 +1- e Gondoljuk meg, hogy az egyenlet akkor és csak
s

akkor teljesiilhet, ha tg 2x + /5 =0 és ctg [4y s =0.

3314. x,= 5 +k; x,= 3 Az egyenletbdl a kovetkez6 egyenlet kovetkezik:

8 -x*-ctg (7 -x)+15-x-ctg (7 -x)=2-ctg (7 -x). Ezt rendezziik nullara és alakitsuk szor-
zatta!

T T 3. 3.7
3315. x1=§+k-7r; x2=—§+l-7f; x3=T+m-7r; x4=—T+n-7r. Hasz-
- - 1—cos2x | 5 1+cos2x o
naljuk fel, hogy sin” x = — és cos” x = — és ezeket helyettesitsiik be az egyen-

letbe! Végezziik el az 6tddik hatvanyra valé emelést példaul a binomidlis tétellel, rendezziik az
egyenletet és kapjuk, hogy: 0 = 24 - cos* 2x — 10 - cos® 2x — 1. Ezt masodfoki egyenletre vezet-
hetjiik vissza.

IV
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T 3-r
3316. a) =17 +k-m ox,=— 4 + [ 7. Alkalmazzuk a

1 Vs
sine -sinf8 = 5 (cos (@ —p)—cos (a + B)) azonossagot! b) x,=— —+ k- 1;
Vs 1
n== +1- 7. Alkalmazzuk a cosa - cosf = 5 (cos (@ —p)+cos (a+ B)) azonossagot!
T T 1
) x,=— o +k- 5 Alkalmazzuk a sina - cosfS = 5 (sin (@ + pB)+sin (a - B)) azZonossa-
1

T T
got! d) x;=— - +k-m; ox,= ETH +[- 7. Alkalmazzuk a cosa -sinf3 = 5

(sin (¢ + B) = sin (@ — B)) azonossdgot! e) x=k- 7. Alkalmazzuk a tangens definicidjat,
1
majd alkalmazzuk a kévetkez6 két azonossagot: sina - sin 8 = 7 (cos (@ —p)—cos (a+ B)),

cosa/»cosb’zi- cos (@ — B)+ cos (¢ + B)).
> (cos (e~ B) + cos (a + B)

8817 ) r= "tk m= ot x= T w2 Alkalmazzuk
.a)x]—2 T X,= 10 5 BT Tm almazzuk a
a+p a—pB
cosa + cosf8 =2-cos 3 - COS > azonossagot! Rendezziik nulldra az egyenletet és
T 2-r
alakitsuk szorzattd! b) x,=k - 2-m; x,=— 3 +1- = Alakitsuk szorzattd az egyenlet bal
oldalat, a jobb oldalat, majd rendezziik nullara az egyenletet és alakitsuk szorzatta!
T 2.7 2.7
c) x = T +k- 0 T 1215 x3=m- — Az egyenlet mindkét oldalat alakitsuk

szorzatta, majd rendezziik nulldra az egyenletet és alakitsuk szorzatta!

3318 kL
. a) X, = 3

1
cosa - cosf = 5 (cos (@ — B) + cos (@ + B)) azonossagot! Majd ezutdn a koszinuszok Kkii-

x,=1- 7. Alkalmazzuk a

2T 2Tl T Akal
10 2T Th A

1
mazzuk mindkét oldalra a sina - cos 8 = 3 (sin (@ + B)+sin (a - b’)) azonossagot!

16nbségének szorzattd alakitisara val azonossagot. b) x,=k -

3319, y=k —; =+l x=———+m . Alkalmazzuk let bal ol
- n=k = xn=4 7 =T tmeo almazzuk az egyenlet bal ol-
. , a+pf a-§8 ,
daldra a sine —sinf =2 cos > -sin > azonossdgot! Majd rendezziik nulldra az
egyenletet és alakitsuk szorzatta!
3320. v= 1k Ts x= il 2 =2 T o 2T Alkalmazzuk az elss
- %= 75 BT g 3 BT g T3 almazzuk az els6

két tagra szinuszok Osszegének szorzatta alakitdsara vald azonossagot! Majd vegyiik figyelem-
be, hogy 2 -sin’x = 1 — cos2x. Ezutan rendezziik az egyenletet, majd alakitsuk szorzatta!

T 2-r s
3321. x1=k~7; Y= +1-2 x3=—T+m~2~7r.Az egyenlet els6 két tagja
altal alkotott dsszeget alakitsuk szorzatta! Ezutan az egész egyenletet szorzattd alakithatjuk.
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2. 2. T Vs
3322. x1=T+k~2-7r; X2=—T+l'2'7f; x3=?+m-7z’; x4=g+n-7r;
5.7 . . .
xSZT—l—p-ﬂ; (sin3x + sinx) + sin2x = cosx + (1 + cos2x),

2-sin2x- cosx + sin2x = cosx + 2 - cos* x. Mindkét oldalt alakitsuk szorzatta, majd rendezziik
nullara az egyenletet és alakitsuk szorzattd!

Vs 2.
3323. x1=?+k-7r; x2=l~?
(sin3x + sinx) + (sin4x + sin2x) = 0. Majd mindkét zardjeles kifejezést alakitsuk szorzatta!

Ezutan az egész egyenletet szorzatta alakithatjuk.
T T 2.7
3324. x1=7+k‘7[; x2=?+l~?; X;=m+m-2-1.

(cos3x + cosx) + (cos4x + cos2x) = 0. Mindkét zardjeles kifejezést alakitsuk szorzatta! Ezutan
az egész egyenletet szorzatta alakithatjuk.

/4
3325. x,=k x; x2=l~?.Azegyenlet bal oldalat alakitsuk szorzatta!

; X3=TAm-2-m.

T T
3326. x,= > +k-m; x,= 0l +1- 3 (sin4x + sin2x) — (cos4x + cos2x) = 0. Mindkét
zarojeles kifejezést alakitsuk szorzattd! Ezutan az egyenletet is szorzattd alakithatjuk.

4.7 T 4
3327. a) x,= 3 ik 3 R +1- ?; (sindx + sinx) — (cos4x + cosx) = 0. Ha-

2. T

T 2
sonldan oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot. b) x, = Y t+k——; x,=——+1" <

: 2
T 7
(sin4x + sinx) + (cos4x + cosx)=0. ¢) x,=7 +k-2-7; x2=E+l~T.

10

(sin2x + sinx) — (cos2x + cosx) = 0.
T 1

3328. 1 =- " + k- 7. Alkalmazzuk a sina-sinf8 = 5 (cos (@ —B)—cos (a + B)) és a
1

cosa - cosf = 3 (cos (@ —=B)+cos (a+ B)) azonossagokat!

3329. ag) x,~ 0,2052 + k- %; x,~ —0,2052 + [ % Alkalmazzuk a

1
sine - sinf = 5 (cos (@ —p)—cos (a + B)) azonossagot! A jobb oldalon végezziik el a ko-

.z .z . ) 1 + cos8& ) )
vetkezO atalakitast: 3-sin“dx—1=2—-3-cos"dx=2—-3- — A rendezés utan az
. 1 T Vs
egyenletiink a kovetkezd alakuva valik: cos6x = 3 b) x;=k- o5 Ty +1- T

1 1 1
— -sindx = Z~2-sin2x©ost= E<sin2x- cos2x. Ezutan rendezziik nulldra az egyenletet,

4
T T T
majd alakitsuk szorzattd! c) x,= k- 1 T +1m; xy= 3 +m-2-1;
5 . Ca+B o a-8
x,=—— +n-2- 7. Hasznaljuk fel, hogy cos@ — cos 8 =— 2 -sin - sin és

6 2 2

IV
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a+ a—
sin + sinf8 =2 - sin 3 A - COS > '8. Majd rendezziik nulldra az egyenletet és alakitsuk
. T T . - 1—cos2x |
szorzatta! d) x,= 3 +k-om; x,= 3 + [ . Hasznaljuk fel, hogy sin“ x = — &
1 Vs T .
cosa - cosfB = 5 (cos (@ —B)+cos (o + B)) e) x,= o +k 7y x,= 3 +1- . Hasznaljuk
- 1—rcos2x | . 1

fel, hogy sin® x = —  Gssina- sinf = 7 (cos (@ —B)—cos (a+ B))

bid s s
3330. q) x,= o +k- XY + [ 7. Szorozzunk a nevezSkkel és hozzuk az egyenletet

a kovetkezd alakdra: 4 -sin2x-cosx=,/3 - cosx + sinx. Majd alkalmazzuk a sina-cosf =
=(sin (@ + B) + sin (¢ — B)) azonossagot! Rendezziik, majd pedig 2-vel osszuk el az egyenletet!

. . 3 L , (7 T o
Kapjuk, hogy sm3x=7-cosx—5-s1nx, ebbdl sin3x = sin ?—x . b) x1=§+k-I;

1+ cos2x

T T
X,= 3 +1m; xy=-— Y + m- 7. Alkalmazzuk a cos® x = — azonossagot haromszor,

rendezés utan kapjuk, hogy: cos2x + cos4x + cos6x = 0. Alkalmazzuk most a cosa + cosfS =
a+p a—f

2 - cos 2 - COS 2 azonossagot, mégpedig a 2x-es tagra és a 6x-es tagra. Ezutan szor-
T Vs

b4 /s
zattd alakithatjuk az egyenletet! ¢) x,= 3 +k- 3 =5 +l-—; x3=—+m-7mw. Al

20 10’ 2
1 — cos2x
kalmazzuk a sin® x = Y azonossagot négyszer! Ekkor kaphatjuk rendezés utan, hogy:

cos6x + cos8x + cos12x + cosl4x = 0; (cos12x + cos6x) + (cos14x + cos8) = 0. Alkalmazzuk
a+p a—f

most a zérOjeles Osszegekre a cosa + cosf =2 - cos 5 - COS 3 azonossagot! Ezutan

szorzattd alakithatjuk az egyenletet.
1

3331. x,=— x,= —. Fogas:

4
1—ctg®(2-7-x)

[2—ctg (27 x) - -cos (7 - x) -sin( =/2.
[2—ctg? (2 7 x) /—ctg227rx

1—ctg2(2~7r-x) 1
Ez azért lesz hasznos, mert: + =1.

2—ctg?(2-7-x) 2—ctg(2 7 x)

) 1—ctg?(2-7-x) 1
Igy van olyan « szog, amelyre: sina = és cosa =

2ot (27 x) 2@ (2 mx)

Z;

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy:
2 —ctg¥(2- 7 -x) - (sina - cos (7 -x) + cosa-sin (7 -x)) = J2,
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2—ct@(2-m-x) sin (7 x+a)= /2. Mésrészt |2 —ctg(2 7 x) < /2 és

sin (7-x+a)<1. Igy az egyenlet akkor és csak akkor teljesiilhet, ha mindkét el6z6 egyenl6t-

lenségben egyenlSség dll el. Elég vizsgdlnia /2 — ctg’(2- 7 -x) = ﬁ egyenletet. Ezt megold-
1 &k

va, kapjuk, hogy x = 7 + EX ahol k tetsz6leges egész szam. Az eredeti egyenlet gyokei ezek ko-

ziil keriilhetnek ki. Ha a 4-gyel val6 oszthat6sag szempontjabdl vizsgaljuk a k értékét és a négy
esetet behelyettesitéssel kiprobaljuk az eredeti egyenletnél, akkor azt kapjuk, hogy pontosan IV

akkor lesz megoldas, ha k = 4 -m, ahol m tetszdleges egész szam. Tehat x = 7 +2-m a meg-
oldas, de ezek koziil a feladat csak azokat kéri, amely a [—3; 1] intervallumba esnek. Ezek pedig

1
m = 0-ndl, illetve m = —1-nél vannak, azaz x = T illetve x =— T

Paraméteres trigonometrikus egyenletek

3332. x= % -k - az egyenlet azon megoldasa, amely tetszSleges a valds szam esetén meg-
oldasa az egyenletnek. Ismert, hogy cos3x = 4 - cos® x — 3 - cos x, ezt helyettesitsiik be az egyen-
letbe, majd rendezziik nullara és alakitsuk szorzatta! cosx- (4 cos’x— 3 — a) =0.

1. eset: ha cosx = 0, ebbdl kapjuk, hogy x = % k-1 és ez tetszOleges a val6s szam esetén
megoldasa az egyenletnek.

2.eset:ha 4-cos’x—3 —a =0, ebbdl cos* x = %, ennek csak akkor van megoldésa a valos

+a

szamok halmazan, ha 0 < cos*x < 1 miatt 0 < <1, ebbdl pedig —3 < a < 1. Tehat a ma-

sodik eset nem 4ll fenn minden a val6s szamra.

3333. — 1 <p <3 értékekre van az egyenletnek olyan megoldasa, amelyre 0 <x <.
Ismert, hogy sin3r=3 sinx—4-sin’x, ezt helyettesitsiik be, majd rendezziik nullara az
egyenletet és alakitsuk szorzatta! Kapjuk, hogy sinx- (3 — 4 sin*x — p) =0. 1. eset: sinx= 0,
ebbll x =k -, ez a feltétel miatt nem lehet, hiszen 0 <x < 7.

,6s 0 <x <7 miatt 0 <sin’x< 1.

2.eset: 3 — 4 -sin®x—p =0, ebbdl sin® x =

P <1,ebbdl —1=<p <3.

fgy 0<
T
3334. 1. eset: Ha a # — X +(n— m) -7, ahol n és m tetszbleges egészek, akkor x, =k - 7;

X,=—a +n 7 amegoldasok, ahol k tetszSleges egész szdm.

T
2.eset: Ha g = — S +(n—m)-m, akkor x = k- 7 a megoldés. cosx-cos (a +x) = cosa ,

1
alkalmazzuk a cose - cosf3 = 5 (cos (@ —B)+cos (a + ,8)) azonossagot.
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1
5 (cos (a +x—ux)+ cos (a +x+x)) = cosa, ebbSl cos (2 + a) = cosa. EbbSlx = k- , illetve

T . T
x=—a + n- 1 kovetkezik. cos x # 0,ebb61x¢7+m~n’.lgy k~ﬂ¢7+m‘ﬂ',ebb6l
1 T
k # > + m, itt az egyenl8ség nem is kovetkezhet be. Mdsrészt > +m-m#—a+n-m,ebbdl
T
a#—;-l—(n—m)#r.

3335. —1 <m < 1 paraméterértékek mellett van megoldasa az egyenletnek a valds szimok
halmazan. Hasznaljuk fel cos 2x képletét, ezutdn kapunk cosx-re egy masodfoku egyenletet.
: 2

3-m
Oldjuk meg! Azt kapjuk, hogy 1. eset: cosx = , ebbdl kovetkezik, hogy 3 =m=< —.

3
2. eset: cosx = — m, ebbdl kovetkezik, hogy —1 < m < 1. A két eset egyenlStlenségeinek egye-
sitése (unidja): —1<m < 1.

3336. —4 < p <2 valos paraméter esetén van az egyenletnek valés megoldasa. Tekintsiik a
cos x-re masodfoku egyenletet! Ennek akkor €s csak akkor van val6s megoldasa, ha a diszkrimi-

9
nansa nemnegativ. Ebbdl kovetkezik, hogy (1) 7 = p. Mésrészt tekintsiik a megoldoképletbdl

kapott cosx értékeket! Ezeknek a [—1; 1] intervallumba kell esni. Az egyik eset nem allhat fenn,
a masik esetbdl (2) —4 < p < 2 kovetkezik. Az (1) és (2) egyenl6tlenségnek egyarant teljesiilnie
kell. Ez a kozos rész pedig —4 <p < 2.

3337. —5 < p < 3 paraméterértékek esetén van az egyenletnek valés megoldasa. A sinx-re
masodfokd egyenletnek akkor és csak akkor van valés megoldasa, ha a diszkriminansa
nemnegativ. Ebbol kovetkezik, hogy (1) p < 4. Masrészt az egyenlet gyokeinek a [—1; 1] inter-
vallumba kell esniiik. Az egyikbdl nem kapunk megoldast Mig a masikbdl kapjuk, hogy
(2) =5=p=3.Az (1) és (2) egyenlbtlenség kozos része: =5 <p < 3.

T
3338. o,=- Z+k 2. a,= ?+m 6 -7 esetén lesz az egyenletnek két egyenld

T
valos gyoke. Feltételek: cosa > 0 és sina # 0, ezekbdl - +tn2 rx<a<0+2 m

b4
0+n-2-m<a< - +n-2- 7. Az egyenletnek akkor és csak akkor van két egyenl6 gyoke,

amikor a diszkrimindnsa nulla: { ’ [ +2- f ] 0. Ennek a megoldésaibol
sina

2
valogassuk ki azokat, amelyek eleget tesznek a feltételeknek.
3339. Pontosan egy valés megoldasa akkor van az egyenletnek, ha c irracionalis szadm. x = 0
megoldasa az egyenletnek. Tehéat azt kell me%alla itanunk, hogy mely c-re nincs az egyenletnek
nullatél kilonboz8 megoldasa. Mivel 1 + sin®(cx) > 1 és cosx < 1, ezért az egyenlet akkor és

és x=m-2-m. Ezekbsl

csak akkor teljesiil, ha sin*(cx)=0 és cosx =1. Tehat x=

k-1 k
=m-2-7m,igyc= EWL azaz ¢ racionalis szam. Ha viszont ¢ racionalis szam, akkor van
c T

az egyenletnek nem nulla megoldédsa. Legyen ugyanis ¢ = ﬁ, ahol p és q egész szamok, akkor
q

mutassuk meg, hogy x = 2-¢ - 7 kielégiti az egyenletet. Ezekbdl kovetkezik, hogy az egyenlet-
nek akkor és csak akkor van 0-t6] kiilonb6z6 megolddsa a valds szimok halmazan, ha c racio-
nalis szam. Tehat az egyenletnek egyetlen megoldasa (x = 0) akkor van, ha c irracionalis szam.
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3340. p <0 vagyp=1vagy p =3 paraméter értékeknél lesz gyoke az egyenletnek a valds
szamok halmazan. El8szor tekintsiik a p = 1 esetet, erre azt kapjuk, hogy az egyenletnek min-
den valds szam megoldasa. Ha p # 1, akkor oszthatjuk az egyenletet (p — 1)-gyel. Tekintsiik a
kapott masodfoka egyenlet diszkriminansat, ez pedig pozitiv lesz. Oldjuk meg az egyenletet,

kapjuk, hogy 1. eset: sinx = ﬁ;
koziil legalabb az egyik a [—1; 1] intervallumba esik. Oldjuk meg a két kettSs egyenltlenséget!
3341. (0;0) vagy (1;0) azon szamparok, amelyekre az egyenl6ség minden valds x szamra tel-
jestil. El6szor helyettesitsiink x = 7-t, majd helyettesitstink x = 2 - 7-t! A méasodik kapott ered-
ménybdl b = 0 kovetkezik. Ezt visszahelyettesitve az el6z6 eredménybe, kapjuk, hogy a = &, ahol
k egész szam. Vegyiik figyelembe, hogy a cos (a-m) a [—1;1] intervallumba esik, ebbdl
kovetkeztessiink arra, hogy a = 0 vagy a = 1.

—1—2/5 = —1;/5

egyenletnek. Alkalmazzuk a kovetkez6 helyettesitést: p =p - (sin2 x + cos x). A nulléra ren-

2. eset: sinx =— (p + 1). Val6s gyok akkor van, ha ezek

3342.

paraméterértékek esetén van valdés megoldasa az

dezés utdn osszuk el az egyenletet cosx-szel, amikor ez nem nulla. Ekkor tgx-re kapunk egy
egyenletet. Ha p =1 , akkor van az egyenletnek valds megoldasa. Ha p # 1, akkor tgx-re
masodfoku egyenletiink van. Ennek pontosan akkor van valés megoldésa, ha a diszkriminansa
nemnegativ. Vizsgaljuk meg még azt az esetet, amikor cosx =0 !

3343. —‘/5 <p=< ﬁ paraméterértékekre van az egyenletnek valés megoldasa.

A cos’x=1— sin® x helyettesitést végrehajtva, egy olyan egyenletet kapunk, amely sin® x-re
masodfokd. Ennek pontosan akkor van valdés megoldasa, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.
Ebbdl kapjuk, hogy (1) —/5 <p < /3. Oldjuk meg az egyenletet sin? x-re! Hasznaljuk fel,
hogy 0 <sin>x<1! Az egyik gydk nem eshet ide, a masikbdl viszont azt kapjuk, hogy
(2) —ﬁ <p=< ﬁ Az (1) és (2) kozos része a (2) egyenl6tlenség.

T

3344. x=- 7 + k-7 az egyenlet megoldasa tetsz6leges p valds paraméter esetén. Alakit-
suk szorzattd még jobban az egyenlet jobb oldalat az a’+ b*= (a+ b)(az— a-b+ bz) azonossag

/s
segitségével. 1. eset: Ha sinx + cosx = 0, akkor x,=— 7 + k - r, minden p valds szadm esetén.

2. eset: Ha sinx + cosx # 0, akkor 0 = psin’x— (p + 2) - sinx- cosx + p - cos’ x alakra alakit-

hatjuk az egyenletet. 2. a) eset: Ha cosx # 0, akkor oszthatjuk az el6z6 egyenletet cosx-szel.
Ekkor kapunk tgx-re egyenletet, amelynek p = 0 esetén is van megoldésa és ha p # 0, akkor a
kapott masodfoku egyenletnek pontosan akkor van valos megoldasa, ha az egyenlet diszkrimi-

nansa nemnegativ. Ebbdl kovetkezik, hogy 3 <p <2¢&s p #0.Tehat ebben az esetben nem

minden valds p-re van megoldas. 2. b) eset: Ha cosx = 0, akkor az egyenletnek pontosan akkor
van megoldésa, ha p = 0.

T T 2.
3345. x,= — + k-, tetszbleges p valos paraméter esetén, x,= +1- , ha
2 3-(p-1) p—1
#1 z 2™ ha p# 1. Haszndljuk fel
, Xy=— +m: , ha . Haszndljuk fel a
a+f a—-f
cosa + cosf8 =2-cos T cos 5 azonossagot! Ennek a segitségével a kovetkez6 alak-

ra hozhatjuk az egyenletet: cosx- (2 : cos((p -1) ~x) - 1) =0.

IV





