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2658. x =~ 2,18 km magasan van a h6légballon.
X x

Egyrészt — =tg 25° és 5 tg 30°, masrészt a Pitagorasz-tételt alkalmazva kapjuk, hogy
a

a’ + b* = 6°. Ezen egyenletrendszerbsl meghatarozhatjuk az x magassagot. Az els6 két egyen-
letbdl fejezziik ki a-t, illetve b-t x-szel, majd ezeket helyettesitsiik be a harmadik egyenletbe,

36- tg? 25°- tg® 30°
tg® 30° + tg® 25°

amelyben mar csak x lesz az ismeretlen. x =

2659. /1 ~301 m magasan lebeg a 1éggdmb.
h
Vegyiik észre, hogy LT =TB, ezért TB =h. Egyrészt a7 - tg 37°, masrészt alkalmazzuk

Pitagorasz tételét az ABT derékszogli haromszogre. Fejezziik ki az el6z6 egyenletbdl AT-t, majd
ezt helyettesitsiik be a Pitagorasz-tétel alapjan felirt egyenletbe. Itt mar csak / lesz az ismeretlen,

500 tg 37° .
———— = 301 m. Adjunk egy
/1 +tg? 37°
masodik megoldast, példaul ugy, hogy észrevessziik , hogy az ATL haromszdg egybevagd az

ABT haromszoggel. Miért? Az egybevagdsagbol kovetkezik, hogy AB = AL. Folytassuk!
2660. g) eset: AB =200 m, (2660/1.); b) eset: AB* =100 m. (2660/11.)

Vegyiik észre, hogy az ACD haromszog egyenld szard, ebb6dl CD =100 m. Alkalmas szog-
fiiggvény alkalmazdsaval szdmitsuk ki a értékét a BCD haromszogbdl! Azt kapjuk, hogy
a=100-,/3 = 173,2 m. Tekintsik az ABC haromszoget! Vegyiik észre, hogy ez egybevago a
BCD haromszoggel! Miért? Ebbdl kovetkezik, hogy az ACB szog derékszog. Ebbol kovetkezik,
hogy AB = 200 m. Miért?

A B*BC haromszog egyenl6 szaru, ebbdl kovetkezik, hogy CB*A4 szdg 30°-0s. Miért? A B*AC
haromszog is egyenlS szart (miért?), ebbdl kovetkezik, hogy AB* = AC, azaz AB* = 100 m.

) )

amelyet kdnnyen meghatarozhatunk kis szimolas utan. 4 =
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2661. x~ 0,6 km magasra emelkedik a hegy a siksdg folé, y ~ 1,6 km tavolsagra, illetve
z =~ 1,9 km tavolsagra vagyunk az egyes helyeken a hegy cstcsatol.

Alkalmazzunk egy megfeleld szogfiiggvényt az x €s a befogdju derékszogli haromszogre
X

X
tg 21°48" = —, majd innen fejezziik ki a-t x segitségével a = ! Majd ugyanezt a
a

tg 21°48’
szogfiiggvényt alkalmazzuk az x és b befog6ju derékszogli haromszdgre, majd innen fejezziik ki

X
b-t x segitségével b = W! Ezutan alkalmazzuk Pitagorasz tételét a siksdgon levd derék-
g

2 2

szOgii haromszogre 12+

g 21 8'] = [ (g 1872 6'] ! Ebbe az egyenletbe helyettesitsiik be az
elobb kifejezett értékeket, és x-re kapunk egy egyismeretlenes egyenletet, ebbdl kisebb szamita-
sok utdn megkaphatjuk a hegy x magassagat. Azy, illetve z meghatdrozdsat megfelels szogfiigg-
vény segitségével végezhetjiik el.
2662. x ~ 250 m magasan van a h6légballon a t6 f6lott.
frjunk fel egy megfeleld szogfiiggvényt az x — 25 m és y befogdju derékszogli haromszogre,
majd egy ugyanilyen szogfiiggvényt az x + 25 m és y befogdju derékszogl haromszogre! Old-
juk meg a két egyenletbdl allo kétismeretlenes egyenletrendszert, példaul ugy, hogy elosztjuk
a két egyenlet megfeleld oldalait egymassal, majd ekkor y kiesik és x meghatarozhato.

3244’ = x—25 P x+25 3 25 - (tg 38°9" + tg 32°44) ~ 250
'8 - T A TV VU
2663. x ~ 2286 m magasan van a felh a hegycstcs folott. Készitsiink hasonld abrat, mint az
el6z6 feladatnal, és hasonlé mdédon oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot!
2664. ~210,6 m magas a domb és =~ 1051 m magasan volt a villimlas a viz szine folott.
Hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot.
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Korivek, korcikkek, korszeletek

. 2665. hz96/,4 m a hidpillérek tavolsiga és

i ~102,5 m az ivhossz.

2666. ~ 131,8 m az ivhossz. Készitsiink hasonl6
abrat, mint az el6z6 feladatnal!

2667. x~45,4 cm a tapadasi felilletek Ossz-
hossza.

El8szor szamitsuk ki a ¢ szdget, majd ebbdl az
o, szoget, ebbdl pedig az i, ivhosszat! Vegyiik
észre, hogy o, =2 - ¢ , ebbdl pedig szamitsuk ki
az i, fvhosszat! x =i, +i, a tapadasi feliletek
Osszhossza.

2668. x~175,5 cm a szij hossza. Készitsiink
hasonl6 abrat, mint az el6z6 feladatnal! Az el6z6-
hoéz hasonlé moédon szamitsuk ki az i, és az i,
ivhosszat! Majd szamitsuk ki az e érintGszakasz
hosszét! x =i, +i, + 2 - e a szij hossza.

2669. x~51,9 cm a tapadasi feliletek Ossz-
hossza. A 2669. abra alapjan hasonl6an oldhatjuk
meg, mint a 2667. feladatot.

2670. ~182,3 cm a szij hossza. A 2669. abrat
felhasznalva, hasonl6an oldhatjuk meg, mint a
2668. feladatot.

2671. ~252,8 cm” a keresett korlaprész teriile-
te. A keresett teriiletet megkapjuk, ha a félkor te-
riiletébdl levonjuk a megfeleld korszelet teriile-
tét. A korszelet teriiletét megkapjuk, ha a megfe-
lel6 korcikk teriiletébdl levonjuk a megfeleld ha-
romszog teriiletét.

2672. ~108,1 cm a keresett teriilet.

2673. ~88,2 cm” a keresett teriilet. A keresett
teriiletet megkapjuk, hogy ha a megfeleld deltoid
teriiletébol levon]uk a megfeleld korcikk teriiletét.

2674. ~223 cm’ a kétszeresen fedett rész teriilete. Vegyiik észre, hogy a keresett teriilet
éppen a megfelelo korszelet teriiletének a kétszerese!

2675. ~ 815 m’ térfogati a kitermelt kzet. Pitagorasz tételével szamitsuk ki a korhenger suga-
rat, ez r ~ 5,32 m. Majd szamitsuk ki a korszelethez tartozé haromszog teriiletét, ez =~ 9,1 m?, majd
a megfelelo korcikk teriiletét, ez ~ 34,57 m%, ebbdl a megfeleld korszelet teriilete ~ 25,47 m?! Mint
tudjuk, a keresett térfogatot megkapjuk, ha a korszelet teriiletét szorozzuk az alagnt hosszaval.
2676. =~ 51,6 liter olaj van a tartalyban. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
2677. ~ 1449 liter olaj van a tartalyban. Hasonl6éan oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot.
2678. ~3536,4 liter viz van a tartalyban. Hasonléan oldhatjuk meg, mint az el6z6 harom
feladatot.

Egyenlé szard haromszdgek, derékszogl haromszégek, négyszégek

2679. a ~ 14,6 cm az alap hossza, b~ 8,1 cm a szdrak hossza,  ~ 25,62 cm® a haromszog
teriilete. Hiizzuk be az alaphoz tartozé magassagot! Irjunk fel egy megfelelo szogfiiggvényt!
Ebbdl és az a —b = 6,5 egyenletbdl allé egyenletrendszert megoldva kapjuk a-t, illetve b-t.
Ezutan szamitsuk ki az alaphoz tartozé magassagot, majd a teriiletet!
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2680. a ~ 8,3 cm az alap hossza, b ~ 7,7 cm a szar hossza, ¢ ~ 26,9 cm” a hiromszog teriilete.
Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el626 feladatot.

2681. 4 ~9,2 cm az alap hossza, b =~ 16,32 cm a szar hossza. Irjunk fel a teriiletre egy egyen-
letet, majd alkalmazzunk egy megfelelo szOgfliggvényt az alaphoz tartozé magassag behuzéasa
utan! Ezutan oldjuk meg az egyenletrendszert!

2682. a ~ 11,07 cm az alap hossza, b ~ 18,77 cm a szdrak hossza, ¢ =~ 99,3 cm* a haromszog
teriilete.

2683. o~ 25,28° az alappal szemkozti sz0g, B ~ 77,36° a szdrakkal szemkozti szog. A hdrom-
szdgben huzzuk meg az alaphoz tartozé magassigot és az egyik szarhoz tartoz6 magassagot!

Y mb . P ma
Egyrészt — = sin 8, masrészt — =tg =
a a

in
cos B

hatjuk cos f3, illetve B értékét.

2684. ¢ =4 /5 cm=~894 cm, b=8-/5 cm=17,89 cm a derékszogli haromszdg befogdi,
o = 26,57° és B~ 63,43° a két hegyesszoge. A magassagtétellel szamitsuk ki az atfogéhoz tar-
toz6 magassagot, m = 8 cm! Majd megfelel6 szogfiiggvény segitségével kaphatjuk meg az egyik
szdget, amelybdl megkaphatjuk a masik szoget. Pitagorasz tételének segitségével szdmithatjuk
ki a befogokat.

2685. ¢ =2 /5 cm=~447cm,ésb =4 /5 cm = 8,94 cm a két befogd hossza, a = 26,57° és

B =~ 63,43° a két hegyesszoge. Az atfogéhoz tartozé magassag két szeletre osztja az atfogot.
E két szeletre kapunk ebbdl egy egyenletet. A masik egyenletet a magassagtételbdl kaphatjuk.
Megoldva az egyenletrendszert, egy masodfoku egyenlethez jutunk. Megoldva kaphatjuk, hogy
a két szelet 2 cm, illetve 8 cm, illetve forditva. Pitagorasz tételével kiszamithatjuk a befogodkat.
Szogfiiggvény segitségével szamithatjuk ki a szogeket.

2686. R=2+2-,/3 =5,46 egység a haromszog koré irhat6é kor sugara. Példaul szogfiigg-
vény segitségével kaphatjuk, hogy BC = R. Szamitsuk ki a beirt kor sugarat, amely 2 egység lesz!
Vegyiik figyelembe, hogy a B-b6l a C-felé induld érintdszakasz hosszat példaul szogfiiggvénnyel
megkaphatjuk, hiszen a beirt kor kozéppontja rajta van a szogfelez6kon. Ehhez hozzdadva a
beirt kor sugaranak hosszét, megkapjuk a BC tavolsagot, vagyis R hosszat.

2687. a =5cm, b=12cm a befogdk hossza, illetve forditva. o =22,62° és B = 67,38,
a hegyesszogek, illetve forditva. Pitagorasz tételének segitségével kaphatunk egy egyenletet. Ha
alkalmazzuk a korhoz kiils6 pontbdl huzott érintészakaszok tételét, akkor ebbdl kaphatjuk,
hogy az atfogd hossza egyenlé a — 2 cm és b — 2 cm 6sszegével. EbbdI nyertiik a méasodik egyen-
letet. Oldjuk meg az egyenletrendszert, amely masodfokud egyenletre vezet! Ebbdl kaphatjuk a
befogdkat. Szogfiiggvény segitségével szamithatjuk ki a szogeket.

2688. ¢ =40 cm az atfogo hossza. a =24 cm és b = 32 cm a befogdk hossza, illetve forditva.
o = 36,87° és B~ 53,13° a hegyesszogek, illetve forditva. Vegyiik észre, hogy ¢ =2 - R! Miért?
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét és a korhoz huzott érintészakaszok tételét! Ebbdl két egyenletet
kapunk a két befogéra. Megoldva az egyenletrendszert — amely egy masodfokd egyenletre ve-
zet —, megkaphatjuk a befogékat. Szogfiiggvénnyel megkaphatjuk a szogeket.

2689. o ~22,62° és B~67,38 a hegyesszogek, vagy forditva. Készitsiink egy olyan derék-
szOgli haromszoget, amelynek beirt korének sugara 4 egység és a koriilirt kor sugara pedig
13 egység! Ez hasonlé haromszog ahhoz, mint ami a feladatban szerepel. Ezutan példaul ugy
oldhatjuk meg a feladatot, mint az el6z6t.

2690. ~ 6,31 cm a négyszog ismeretlen oldala. Bocsassunk merdlegest a 11,5 cm-es szakasz
megfeleld végpontjabdl a 15 cm-es oldalra! Ezt szogfiiggvénnyel kiszamithatjuk. A 11,5 cm-es
oldal merdGleges vetiiletét a 15 cm-es oldalra szintén szogfiiggvénnyel szamithatjuk. A4 7 cm-es
oldal megfeleld végpontjabol htzzunk parhuzamost a 15 cm-es oldallal! Igy kaptunk egy olyan
derékszogli haromszoget is, amelynek atfogdja az ismeretlen oldal. Erre a haromszogre alkal-
mazzuk Pitagorasz tételét!
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2691. x~21,22 cm és y=~941 cm az ismeretlen oldalak
hossza. El8szor szamitsuk ki o, +a, értékét o, +a,=
= 180° — 134,6°, majd az o, értékét szogfiiggvénnyel, és ebbdl
kapjuk a, értékét. Pitagorasz tételével kaphatjuk e-t. Az x ésy
az e és o, ismeretében szogfiiggvénnyel szdmolhato.
2692. g ~39,84 cm és ¢ =~ 3,33 cm az alapok hossza. A rovi-
debbik alap két végpontjabdl huzzuk meg a trapéz magassa-
gait! A szarak merGleges vetiileteit a nagyobbik alapra, szog-
fuggvénnyel szamithatjuk ki. Szamitsuk ki a magassagot! Allit-
21,6m sunk fel egy egyenletet az alapokra! Majd frjunk fel egy egyen-
letet a teriiletre! Oldjuk meg az egyenletrendszert!
2693. 1. eset: A szimmetrikus trapéz esete. a ~ 52,36 cm és ¢ =~ 26,57 cm az alapok hossza,
o= 71,19° és B ~108,81°. Huzzuk meg a trapéz egyik atldjat! Alkalmazzunk szogfiiggvényt,
illetve Pitagorasz tételét!
2. eset: A paralelogramma esete. a = ¢ = 52,36 cm az alapok hossza, a szogek ugyanazok, mint
az els esetben. .
2694. =~ 14,39 cm az ismeretlen oldal, ~ 40,12°, illetve ~ 171,68° az ismeretlen szogek. Allit-
sunk merdlegest a 18 cm-es, illetve a 7 cm-es oldal megfelel6 végpontjabdl a 13 cm-es oldalra!
Ekkor a 18, illetve a 7 cm-es oldalak 13 cm-es oldalra valé merdleges vetiiletei alkalmas szog-
fiiggvényekkel szamolhatok, valamint a vetitd szakaszok hosszai is szimolhatdk. A 7 cm-es oldal
megfeleld végpontjabol merdlegest allitunk a 18 cm-es oldalt vetit6 egyenesre, s igy kapunk egy
derékszogli haromszoget, amelybdl az ismeretlen oldal szadmithato.
2695. ~ 31,22 cm, = 34,68 cm, = 26,97 cm, illetve = 18,9 cm a négyszog ismeretlen oldalai.
Huzzuk meg az AC atlét! Allitsunk mer6legest C-b6l AB-re és allitsunk merSlegest D-b6l azAC
atlora! A keletkezd megfeleld derékszogli haromszogekre alkalmazzunk megfeleld szogfiigg-
vényeket, majd Pitagorasz tételét!

Trigonometrikus kifejezések

2696. a) sin’ a; b) cos a; c) 1.
2697. a) ctg’a; b) cos’ a; c) —tg a.

2698. 4) 0; b)2-sinfB; c¢)—ctg’a.
2
2699. q)sin*a; b)2; ¢) ——.
sin® &

el
>

D tga=/3; cga=

1]
A~ w
| =

3 4
2700. a)cosa=§; tga=§; ctg @ b) cos a =

c)cosazﬁ; tga=t; ctgaz%. d)cosafzz.f; tgaz@;ctgazlﬁ.
e)sinoz:é; tgazﬁ; ctgaz@. f)sinaz%; tgaz%; ctgaz%.
, J5 2- /5 2 J2
g)sma/zT; th/:T; ctgazT. h)sma/—T; cosazT; ctga=1
) 1 325 /5
t)smazT; cosaz;; ctgazT. ])SIHCZ:T; cosazT; ctga =—
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k) si = > —1 tga=/3 l) si = 2 = 2 tga=1
) sin @ = 7 cosa—z, ga= . Dsina= 5 cos a = 7 ga=1.
17 4. /17 1
= — = . t = —.
m) sin @ 17 cos 17 g a 1

2701. tg o= /15.2702. a)1; b) . 2703.4)1; b)2 ¢)1.2704.a)1; b)l.
2705. a) Végezziik el a bal oldalon $iRzérzasokat és a ]obb oldalon a négyzetre emelést!
b) Szorozzunk be a nevez6kkel!

2706 Alakltsuk szorzatta a bal oldal szamlalojat, masrészt vegyiik flgyelembe hogy sin® & +
+ cos’ @ =1. cos® o — sin’ & = (cos & — sin &) (cos® & + cos ¢ - sin & + sin* @).

2707. Végezziik el a bal oldalon a kijelolt miveleteket!

2708. Végezziik el a bal oldalon a kijelolt miveleteket!

2709. Végezziik el a bal oldalon a kijelolt miiveleteket, majd alkalmazzuk a tangens defini-
cigjat, és hozzunk kozds nevezore.

2710. qg) és b) hasznaljuk a definicidkat és hozzunk ko6z0s nevezore!

2711. q) 1; b) 1, o1, d) 1. 2712. sin® at.

2713. a) —ctg o; b) cos’x; c) tg x; d) 1.

2714. Abal oldal szamlaIOJaban is és nevezqeben is hozzunk k6z6s nevezére!

2715. q) 1. Emel]uk kobre a sin’ X + cos®x = 1 egyenl6séget! b) — 1. Hasznaljuk fel az el6z6
feladat eredmenyet és a sin® x + cos® x = 1 négyzetre emelésével kapott eredmenyt'

2716. ) m -2. Emeljuk négyzetre a tg x + ctg x = m egyenletet! b) m® — 3 -m. Alakitsuk
szorzattd a tg’ x + ctg’ x kifejezést!

2717. A kifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin 75° = cos (90° — 75°), mas-
részt cos 75° = sin (90° — 75°), alkalmazzuk még a kotangens definicidjat. Majd végezziik el a
miiveleteket!

2718. Akifejezés pontos értéke 2. Vegyiik figyelembe, hogy sin 53° = cos 37° , masrészt

sin 73° = cos 17°! Miért? 3 .
2719. A Kkifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin 7= cos H és

3.
cos

. 71' ' Mo z ()
= sin —! Miert?
14

2720. A kifejezés pontos értéke 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin (45° — o) = cos (¢ + 45°) és
cos (30° + ) = sin (60° — a)! Miért?

Szégfiiggvények altalanositasa

2721. a)sina; b)—cosa; c¢)—tga; d)—ctga.

2722. g) —sina; b) —coso; c)tgo; d) —ctgo; e) —sina; f)cosa; g)tga; h)ctgor.
2723. a)cosa; b)sino; c)coso; d) —sino; e)sina; f)—tga; g)ctga; h) —ctga;
i)tgo; j)—cosa.

2724.a)l; —i; 1; 1; 1; 1. ﬁ ‘/E ﬁ /5
2 2 2 2 2 2 2 2

—‘f; —‘f. -1 1 -1 -1 1 -1 d-/3; /37 =3 /3 /351

2725. Mindegyik részfeladat eredménye 0.

1 1 2 3 3
2726. a)—E; b)—z; C)_é; d) -1; e)_é; f‘é-

IV
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2727. Akifejezés pontos értéke 1. 2728. Mindegyik részfeladat eredménye 0.
1 3
2729. Mindegyik részfeladat eredménye 0. 2730. a) —5 b)3; ¢) T
2731. Vegyiik figyelembe, hogy a szinuszfiiggvény periédusa 360°, masrészt sin (180° + a) =

= —sinal
2732. A kifejezés pontos értéke — 8. Vegyiik figyelembe, hogy a tangensfiiggvény periédusa
003 - 7 3.7
7, masrészt tg(—a)=tg o! Ezeket alkalmazva igazolhatjuk, hogy tg 2 =tg 7
ssrésat ¢ 3~7r_t 7r_t 7r_t7r
masrészt tg — — =tg |7~ |=tg|-|=1tg .

1
2733. Akifejezés pontos értéke R Vegyiik figyelembe, hogy a koszinuszfiiggvény periédusa
2 - 71, mésrészt a tangensfiiggvény periddusa 7. Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy a négyzet-

T 2
re emelendd tort szamlaldja cos R mig a nevezdje tg = Az utébbi pedig egyenld

/s
tg [— ?]-mal! Folytassuk!

T
— tx|=
2

2734. a) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy cos (7 +x) = — cos x és cos

= —sin x! b) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy sin (180° —x) = sinx és sin (270° —x) =

= sin (— 90° — x) = — sin (x + 90°)!

2735. a) Végeredmény: 1. Vegyiik figyelembe, hogy az elsG szorzat mindkét tényezsje
— sinx, mig a méasodik szorzat mindkét tényezdje cos x! b) Végeredmény: 1. Igazoljuk, hogy
az els6 szorzat mindkét tényezdje sin x, mig a masodik szorzat els6 tényezGje cos x, a masodik
tényezbje — cosx!

4 4 3
2736. a)ctg a; b) —cos o; ¢)—cos a. 2737. ctg a =—§; cos (Z:—g; sin af:§.
12
2738. Végeredmény: sin x- cos x = 5 Mutassuk meg, hogy =1+ tg® x, masrészt
cos” x
. tg x
sin x-cos x=———7—
1+tg x
2739. Haszndljuk fel, hogy ——=1+ ctg® x, ezutdn a négyzetgyok alatt alakitsunk ki tel-
sin” x
jes négyzetet! Gondoljuk meg, hogy a feltételek miatt |1 + ctgo| = — 1 —ctga!

2740. A kifejezés pontos értéke: 0. Hasznaljuk fel, hogy tg(180°— o) = —tg «a, ezért
tg 177° = — tg 3°. Hasonl6é médon ctg 157° = — ctg 23°.

Trigonometrikus fliggvények grafikonjai

2741. a) Vegyiik figyelembe: sin (—x) =-sinx! b) Gondoljuk meg: cos (—x) = cos x!
2742. a) (2742/1.) b) (2742/1L.)

2743. a) Gondoljuk meg, hogy tg (—x) = — tgx, ezért tikrozzik a tg fiiggvény grafikonjat az
x tengelyre. b) Vegyiik figyelembe, hogy ctg (—x) = — ctg x, ezért tikrozzik a ctg fiiggvény
grafikonjat az x tengelyre.



Trigonometrikus fliggvények grafikonjai

2744. a) (2744/1.) b) (2744/1L.)

2745. a) Vegyiik észre, hogy f(x) =1 minden valds x-
re! b) Gondoljuk meg, hogy g(x) = (sin® x + cos® x)
2746. a) Igazoljuk, hogy f(x) =0. b) Igazoljuk, hogy
gx)=0.

2747. a) Vegyiik figyelembe, hogy f(x)= —cosx.
b) Gondoljuk meg, hogy g(x) = cos x.

2748. a) Vegyiik észre, hogy f(x) = —sinx.

b) Vegyiik figyelembe, hogy g(x) = sin x.

2749. qg) A tg fuggvény grafikonjat toljuk el % -vel az
x tengely irdnydban a pozitiv irdnyba.

b) A tg fiiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az x tengely
irdnyaban a negativ iranyba.

2750. a) A ctg figgvény grafikonjat toljuk el % -vel az
x tengely irdnyaban a negativ iranyba!

b) A ctg fiiggvény grafikonjat toljuk el % -vel az x ten-

gely iranyaban a pozitiv irdnyba!

2751. a) f(x)=tgx; b)gx)=tgx.

2752. a) Igazoljuk, hogy f(x) =0. b) Igazoljuk, hogy
gx)=2-sinx.

2753. a) Gondoljuk meg, hogy f(x) =2 - sin x, ha sin
x=0¢és f(x) =0, hasinx <0!

b) Vegyiik figyelembe, hogy g(x) = 2 - cos x, ha cosx = 0
ésg(x) =0, ha cosx < 0!

2754. g) Vegyik észre, hogy f(x)=—2-sinx, ha
sinx <0 és f(x) =0, hasinx>0! b) Vegyiik figyelem-
be, hogy g(x) =0, ha cosx = 0 és g(x)=—2 - cosx, ha
cosx < 0!

2755. a) Gondoljuk meg, hogy f(x) =1, hasinx >0
és f(x)=—1,hasinx <0. b) Figyeljik meg, hogy g(x)
=1,hacosx>0¢ésg(x)=—1, hacosx <0.

2756. Lisd az abrat!

389

y=cosx

IV
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2757. 2758. 2759. 2760. 2761. 2762. 2763. 2764. Lisd az 4dbrakat!
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2765. 2766. 2767. 2768. a) (2768/L.); b) (2768/IL); c) (2768/11L)
2769. a) (2769/1.); b) (2769/IL); ¢) (2769/111.) Lasd az dbrakat!

2768!/Il.
Ay Y=cos ;_c Iv
A LT
2 2 y=cosx
2768/IIl.

y=1-cos 3x

— X
y=acos; 2769/IIl.
2768/1.
y y=sin§c
P S\, .
3n =10 ik S<F
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2770. a)
2771. a)
2773. a)

IV

4

Trigonometrikus fliggvények grafikonjai

(2770/1); b) (2770/1L.); c) (2770/111.)
(2771/1); b) (2771/11.) 2772. a) (2772/1.); b) (2772/11.)
(2773/1.); b) (2773/11.) 2774. Lasd az abrikat!

Ay

24
sz

2770/I1Il.

y

55

Xmsin (

y= 7172sin(72x+%)
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2775. 2776. a) (2776/1.); b) (2776/11.) Lésd az abrakat!

IV




IV

394 Trigonometrikus egyenletek . rész

Trigonometrikus egyenletek I. rész

Bevezet6 feladatok

A kovetkezdkben k, illetve az m tetsz8leges egész szdmokat jelent.

T 5
2777. a)x1=F+k<2~7T; X,=——+m-2-7w. (x,=30°+k 360% x,=150°+m-360°).

Vs 2. °
b)x1=?+k-2<7r; x2=T+m~2-7r. (x; =60° +k-360% x,=120°+m - 360°).
c)xlz—%-i-kl‘ﬂ'; xzzTTﬂ—l—m‘Zw'. (6, = — 30° + k - 360% x, = 210° + m - 360°).
d)x1=—%+k~2-7r; x2=4Tﬁ+m-2~77. (x;=—60°+k - 360° x,=240°+m - 360°).
e)x1=%+k-2~77; X,=x;. (x;=90°+k - 360°). f)x1=—%+k'2'7[; x2=37ﬂ+

+m-2-m. (x;=-90°+k-360% x,=270°+m-360°). (A két megoldis megegyezik.)
T 3.7
9) xl=Z+k‘2~ﬂ'; x2=T+m~2‘7f. (x, =45°+k-360% x,=135°+m - 360°).

Vs 5
h)xlz—Z+k~2~7r; x2=T+m~2~7r. (¢, =—45°+k-360°% x,=225°+m 360°).

Dx;=0+k-2 7 x,=7+m-2- 7. (x;=k- 360% x,=180°+m -360°). A két megoldas-
sorozatot Ossze lehet vonni a kovetkezébe: x =n - 7, ahol n tetszSleges egész szam. j) Nincs
megoldas a valés szdmok halmazan. k) x; = 0,9273 +k-2-7; x,=2,2143+m -2 - 7.

(x, =53,13° + k - 360°% x, = 126,87° + m - 360°). [) Nincs megoldds a valés szdmok halmazéan.

b T
2778. a) x1=?+k-2<ﬁ; X,= —?+m<2-7f. (x; = 60°+ k -360°% x,=—60°+m -360°).

2. 2. N O . N
b) x1=T+k'2~7[; x2=—T+m-2-71'. (x; = 120° + k- 360°% x, = — 120° + m - 360°).
T b
) X= k2 = — e me 2w (=307 4k 360% X, = = 30° +m - 360°).
5w 57
d x=——+k 21 x,=———+m-2-7. (x,=150°+k-360°% x,=—150°+m -360°).
6 6
b b
e)xl=Z+k~2~ﬂ'; x2=—Z+m~2‘ﬂ'. (x, =45°+k-360% x,=—45+m-360°.
3. 3. . o . .
f)x1=T+k~2-7r; x2=—T+m-2-7r. (x; =135° + k- 360% x, = — 135° + m - 360°).

g)x,=0+k-2 7 x,=x. (x,=k-360°). h) (x,=7Z+k-2-7;, x,=—7+m 2-7). (Akét

T
megoldds ugyanaz.) i) Nincs megoldas a valés szamok halmazan. j) x,= > +k-2-m;
s
=== +m-2-7. (x;=90°+k -360% x,=—90°+m -360°). A két megoldast Osszefoglal-

T
hatjuk a kovetkezébe: x = > + n -, ahol n tetsz6leges egész szam. k) Nincs megoldés a valds
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szamok halmazan. /) x; = 1,23096 + k-2 - 7; x,~—1,23096 +m -2 - 7. (x;=70,53° + k -360°
X, = —70,53° + m - 360°).

Vs T
2779. a)x=Z+k-7r. (x =45°+k - 180°). b)x=—Z+k-7r. (x=—45°+k - 180°).

T T
¢)x=0+k-m=k 7w (x=k-180°. d) x=?+k~7r.(x=60°+k-180°). e)x=—?+k~7r.
T T
(x=—060°+k - 180°). f)x=F+k~7r.(x=30°+k~180°). g)xz—g—i—kw.
(x=—30°4+k-180°. h) x=1,1685+ k- x. (x = 66,95° + k - 180°).

T Vo
2780. a) x=7+k~7z'. (x=45°+k-180°). b) ng-l—kﬂ'. (x=30°+ k - 180°).

b
c) xz?-i- +k-m. (x=060°+k-180°). d) x=0,8548 + k- m. (x = 48,98° + k - 180°).

Alapvet6 feladatok

A kovetkezdkben k, I, m, n tetsz6leges egész szamokat jelentenek.

Vs T 2. 2.
2781.4q) x]:?+k~2<7r; x2=—?+l-2'7r; x3=T+m'2~7r; x4=—T+n<2'7T.

T 3-r Vs 5-m
b) x1=Z+k-2~n’; x2=T+lv2-7z'; x3=—Z+m-2~7L’; x4=T+nv2-7z'.
T /4 /o T
c)x1=7+k<7r; x2=—Z+l-7T. d)x1=?+k-7r; x2=—?+l~7r.
b /s T /o
2782.a)x|=€+k'ﬂ; x2=—Z+l~7r. b)x1=€+k-7r; x2=?+l~7r.
—7[+k 7[ d —ﬁ+k 7[
©)x=1 2 ) x=7g 2
2783.0) x= -tk m xm=- DT (=15 4k 180 (5= 45+ 1800,
b _7T+k 2. B ”+l 2.
) 5= 30 770 3
2784.0) x= " 4k L. b=k o =ty 2
s =y PR 50 2710 5
2785.0) x= - " 1k T b x=" ik
) x= 7 5 )x—3 T
2786 a)x—£+k-£' x——£+l£ b)x—£+k~77' X, =nT+I1-7
U3 27 7 122 Ty > F27
T T 2. 4-m 2-r
2787.0) =~k m xm=Hlm b x=T vk T m=— gkl
T 2-r 2-r 2-r
X3 §+m'T; Xy T+n 3
2788 = ”+k”- = 7[+l” b —5'ﬂ+k”- —7T+l7r
D) pr RE Tyt b=y 27 T T

2789.a) l.eset: 2x =x+ 7w +k 2 7,ebbllx;= k-2 7. 2.eset:2x +x=7m+1 27, ebbdl

IV



IV
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T 2. T T 2.1
x2=§+m~T. b)x1=k-T; x2=?+l'?.
2790.0) x=k i mym Lol b m= bk =l T
S@) H=R e B 50 Ry 4 T T e
2791.4a) 1. eset: 2x =x+k -2 -7, ebbSl x =k -2 - 7. 2. eset: 2x +x =12 - 71, ebbsl
2.1 T T
x2=l-T b)x1=k-Z; x2=l~€.
2792.4a) x,=k ——; x=l-i b)x=£+k-£' x=—l+l-£
T 4507 27 550 7 77 72 18 9"

2793.4a) 2x =x+k - 7, ebbSl x =k - 1. Meg kell vizsgalni, hogy a tangensek nevez6i mikor

nem nullak. Ha ezt megtessziik, akkor azt kapjuk, hogy a kizart valés szamok nem esnek bele
az elébb megadott megoldésjeloltbe, ezért az valoban megoldas. Behelyettesitéssel is ellen-

T
Orizhetjiik, hogy kielégiti az egyenletet. b) x=k- 7 megoldasjeldltet kapjuk, ha megoldjuk

az egyenletet. De ezen sorozat nem minden eleme megoldids. Ha a tangensek nevezsit
megvizsgaljuk, miszerint azok nem lehetnek nulldk, akkor azt kapjuk, hogy csak a kovetke-
T

z$ részsorozatai megoldasok az el6bb kapott megoldasjeldltnek: x,=1-m; x,= 7 +m-x;

_3~JT
x3—T+n'7T.
2794.0) x= —— +k-—— b) x=— 4k —
: 20 10 2 4

2795. a) x = k- 1 megoldasjeloltet kapjuk, ha megoldjuk az egyenletet. Amde, ha megvizs-

galuk a kotangensek nevezGit, miszerint azok nem lehetnek nulldk, akkor azt kapjuk, hogy a

megoldasjelolt szamok esetén nulla lenne a nevezd. Ez nem lehet, ezért az egyenletnek nincs
T

megoldasa a valos szamok halmazan. b) x=k- 3 megoldasjeldltet kapunk, de ha megvizs-

galjuk a kotangensek nevezdit, miszerint azok nem lehetnek nullak, akkor azt kapjuk, hogy csak
T 2.
a kovetkezd részsorozatok a megoldasok: x,= Y +1-m x,= = +m- .

) . ) 2. T 2.
2796. a) sin 4x = sin (—x), ezt pedig megoldva: x1=k~?; x2=§+l~T.
T Vs Vs
b)x1=k-Z; X2=Z+l'?.
2797.0) =k~ x=o a1 T = T D = T
n@) m=keos m= g g N 20 T T T i
2798.4a) 1. eset: 2t —x=7+ k-2 -7, ebbOl x | =7+ k-2-7. 2.eset: 2x+x=7w+1[-2-7,
N L LA S D B AL P
ebbol x,= = 3 )x1—4 73 T3 1
7 T 3. T 3-r T
2799.61))61:T+k'?; x2=2—0+l~?. b)x1=ﬂ+k'ﬂ; XZZT'FI'?.

T
2800.a) x=k- ) a megoldasjelolt, de ebbdl csak a kdvetkez6 részsorozatok a megoldasok:

T 3.7 T
x=1m x2=Z+m~ﬂ; x3=T+n-7r. b)x=k-§ a megoldasjelolt, de ebbdl csak a
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Ve 2.
kovetkez6 részsorozatok a megolddsok: x,= 3 +1-m; x,= 3 +m- .

s
2801. a) Vegyiik figyelembe, hogy cos x = sin | x + 7l ezt felhasznalva, atirhatjuk az egyen-
s
letet a kovetkezs alakba: sin 2x = sin | x + S| ez pedig mar korabban targyalt tipusi. A meg-
ldasok: x,= — + k 2 Tl 2 =Tk LA
oldasok: x;=— T 0= 3 )x]—4 T, X, g 5
3 T T T T T T
2802-61)X1=—+k T, Xy Z‘l’l? b)x]=%+k g, X, —m E
2803 a)x=—£+k-£' x=£+l-£ b)x——i—i-k-l' x=—£— T
U 12 37778 2777720 5777 1203
——£+ x hol m=—1va x—£+k<£
T R e R
2804.0) x,= — " bk =l
") H= g N TE
S A L S I
)xl—lo 5 X,= 6 .

2805. o) Rendezziik nulldra az egyenletet, ezutan alakitsuk szorzatta! Hasznaljuk fel, hogy egy
szorzat akkor és csak akkor nulla, ha legaldbb az egyik tényezsje nulla! sin®x- (sinx — 1) = 0.

s b .
x,=k-m; x2=7+l~2~7r. b) xlz?-l—k‘n; x,=1-2-m; x3=m+m- 2 r. (Osszefoglal-
T
hatjuk a kovetkezd egyenletbe: x=n- PR ahol n tetszbleges egész szam.)

T T b
2806. ) x1=7+k~7r; x2=7+l-2~7r, osszefoglalva: x=7+m~7r. b) x,=k-m;

x,=1-2-m, Osszefoglalva: x=m- 7.

N

T T
2807.a)x=k m; x,=—+1-2-m x3=—?+m~2-n’. b)x1=7+k-7r;

3
b S
x2=z+l<2-7f; x3=?+m-2<n.
T Vs b
2808.a)x1=?+k-2-7r; x2=—?+l~2-7r. b) x,=k-m; x2=g+l-2~n;
b
x3=—€+m-2~7r.
T b b4 b
2809.a)x|=f+k-7f; x2=—T+l-7r; b)x1=z+k~7r; x2=—€+l-ﬂ.

V4 b
2810.a)x=7+k'7f. b)x:—7+k<7r.
bis
2811.4) x=~ 1,1071 + k-7, (x = 63,43° + k- 180°). b)x=€+k-7r.

T b /s bid
2812.a)x1=Z+k-7f; x2=—Z+Z-7r. b)x1=§+k~n; x2=—§+l~71.
9-r

3-r 137 T
2813.4) xlz—TJrk-Z-n; =" +1-2-m; x3=E+m~2-7r; x4=T+

b4 b
+n-2-m. b) x1=g+k~2-7r; x2=T+l-2<7r.Asinx=2-b61 nincs valés megoldas.

IV



IV
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Ve
2814.0) x;= +k 2 M 5~ 03398 +1:2 7 xy 34814 +m 2 7. (v, = 90° + k- 360°;

X, =~ —19,47° +1-360°% x;=199,47° +m-360°). b)x,~0,9945 +k-2-7; x,=~2,1471 +
+1-2-7m; x;=—02408 +m-2-7m; x,~ 3,3824 +n-2- 7. (x, = 56,98° + k-360% x,=~123,02° +
+1-360% x;=—13,80°+m -360°% x,=193,80°+n - 360°).

2815.40)x=0+k -2 7. b)x;=k -7 x,=04205+[ 7; x3=~—04205+m .

b T T
2816.4) x1=Z+k-7r; X, =~ 12490 +1-7. b) x1=g+k-7r; x2=?+l-7r.

T 3-r T
2817.a)x=7+k-77. b)xlzT—Fk‘n'; x2=—§+l-r{.
T 5. T T
2818-0))61:54'](‘7[; X2=—T+l'ﬂ'. b)x1=Z+k-7r; x2=—?+l'7l';
T T
Xy=—+m-71; X4=——+n-m.
6 6

Ve T 5 Ve
2819.4) x=—+k-n. b) x;=—+k 271, x,=——+12-71; x;=——+m-2 7,
2 6 6 6
=——+n-2-1.
X=— n JT7r ”
2820.4) x|=?+k'2-7r; x2=—?+l<2'ﬂ. cos x = 2-b6l nem kapunk megoldast.

T T
b)x1:ﬂ+k~2‘7'[; x2:?+l~2'ﬂ'; x3:__+m.2,ﬂ-_

3
3. b
2821.4)x, =k m; x2=T+l-2-7T. b)x1=7+k-7r; nL=0+1-2 7.
Vs Vs S
2822.0)x, =n+k -2 1 x2=7+l-2~71. b) x1=€+k-2~7r; x2=T+l~2-7r.
sinx = — 2-b6l nem kapunk megoldast.

T S
2823.4) x1=g+k~2‘7z'; x2=T+l~2‘rf.

T
b)x="+k m mm = LIOTL+k- 7. (5~ — 63,43° + k- 180°). [ =1+t x.] Alakit-

cos” x
suk 4t az egyenletet példaul a kovetkezs alaktra: tg*x + tgx — 2 = 0!
T 2. T 4.7

2824.4) x1=§+k~2-7r; x2=T+l-2~71'; x3=—?+m-2~7f; x4=T+n~2-7r.

. T T 2. 2.
Rovidebben: x1=?+k-7r; x2=—?+l-7r.b) x1=T+k~2-7r; x2=—T+l-2-n;
x;=1,2309+m-2-m; x,=—12309+n -2 m.
2825. 1) Az egyenletnek nincs megoldasa a valds szamok halmazan. 1+ cos 2x# 0 =

T T
=cos 2x#—1 :>x7é? +k-m; cosx=0 :>x=?+k-7r; ellentmondas. b) x=? +k-m.
3.7
2826.a) x = 7 + k- 7. b) Nincs megoldasa a valds szamok halmazan.
T
2827. a) Nincs megoldasa a valds szamok halmazan. b) x= — 3 +k-m.

b S Vs 5w
2828.4) x1=€+k-2'ﬂ; x2=T+l<2'7r. b) x]:€+k~2<7r; x2=T+l~2-7r.
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b T
2829.4) x1=?+k-2-7r; X,= —?+l‘2'7[. cos x = 2-bdl nincs megoldas.

T
b) x= ? +k-m.
2830. Azonossag, tehat minden valés szam megolddsa az egyenletnek. Egyrészt emeljitk
négyzetre a sin® x + cos” x = 1 azonossagot, masrészt emeljiik az el6z8 azonossdgot harmadik
hatvanyra és a kapott eredményeket hasznaljuk fel.

T T 17
2831. x1:7+k~2-7r; X,= —g+l'2-7r; x3=T+m~2~7r.

2832. x = 0. Vazoljuk az f(x) = cosx és a g(x) =x* + 1 fiiggvény grafikonjét kozos koordinata-
rendszerben!

28383. Nincs megoldas a valos szamok halmazéan. Vazoljuk az f(x) =sinx ésag(x) = — (x — 1)*
figgvény graflkon]at kozos koordlnata rendszerben!

2834. x = T +k-2-m; y= 7 + [ - 7. Alakitsunk ki teljes négyzetet az x-es tagokbdl, az

y-o0s tag mar teljes négyzet.

2835. x=1; y=k-2-7m}, x=-1; y=n+1-nm}.

Hozzuk a kovetkez6 alakra: x* — 2 -x - cos y + 1 = 0. Tekintsiik ezt x-re masodfoku egyenletnek!
Ennek akkor és csak akkor van valés megoldésa, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.

Osszetettebb feladatok

/4
2836.x=z+k-7r.

/4 /s
2837.x1=?+k-7r; x2=€+l-7r.

T T
2838. x,;=—+k-2-m; x,=——+12 1.

6 6

T T
2839.x1=?+k~2~7r; x2=—?+l~2~7r.

T 3. T 5.1
2840.x1:Z+k-2v;r; x2=T+l-2-7r; x3=—Z+m-2-7r; x4=T+n-2-7r.
2841.x,=0,6610 + k- 7; x,=0,7484 + |- 7. Vezessiink be 4] véltozot, példaul:

1+tgx
y=3 % . Ekkor mésodfoku egyenletre vezethetjiik vissza az eredeti egyenletet.
[ 1—tgx

2842.x, ~ - 03218 +k-m; x,=—0,1651 +[- 7. Vegyiik észre, hogy:

—1=tg’x Igy
cos’ x

1
az egyenlet: tgx + 9 ctgx=| tgx | — 1. Kilonboztessiink meg két esetet, egyrészt amikor

tg x > 0, masrészt amikor negativ (nulla nem lehet).

T T T 5.
2843. x;=—+k-m;, x,=—+1271 xX;=——+m-2-7w xy=——+n-2-m
s 2 6 6 6
T
X5= _T+ p-2-m. Itt k I m n p tetszGleges egész szamok. Vegyiik észre, hogy

cos (mr —x) =— cos x.

IV



IV

400 Trigonometrikus egyenletek . rész

2844.x, =~ 1,779 +k -2 - 7w x, ~—1,7794 +1 - 2 - 7. Kiilonboztessiink meg két esetet,
egyrészt amikor cos x nemnegativ, masrészt amikor negativ.

1 1
2845. x,= 3 +k; x,=— I3 + 1. Alakitsuk 4t tangensre a kotangenst! Ebbdl kapjuk, hogy

Vs T 1
= - cos 2 mx= 3 + k- . Ebbdl kovetkezik, hogy cos (27 -x) = 5 (k =0 lehet csak.)

1
2846.x, =-2; xzz—E; x=-3,5+ /11,25; x,=-3,5- /11,25; x;=x,=1.
2-m-x

T
—————=——+k-m, ebbsl 0=Bk—1) x*+ (3k—7) x— 1+ 3k. Ennek a diszkrimi-
+x+1 3

ninsa nemnegativ kell hogy legyen, ebbdl kovetkezik, hogy: 0 > 3k* + 2k — 5. Ezt oldjuk meg,
majd vegyiik figyelembe, hogy k egész! Ebbdl kovetkezik, hogy k lehetséges értékei —1, 0, 1.

2847. x,=1+/2k+1; x,=1-,/2k+1, ahol k nemnegativ egész szam.
x;=—1+/21+1; x,=-1- /ﬁ, ahol / nemnegativ egész szam.

2848. x,=k -7+ Jk* '+ 1; x,=k-m— Jk* 7*+ 1. Ittk tetszSleges egész szam.
x;=17m+ /m; x, =l - m Itt [ tetszGleges nem nulla egész szam.

A tovabbiakban k, [, m, n, p, g, 1, s tetsz6leges egész szamokat jelent.

2849. x, = % +k-m; x,~-1,1071 + - 7. Osszuk el az egyenletet cos x-szel, amikor ez nem
nulla! Ezzel tg x-re masodfoku egyenletet kapunk.

2850. x, = % +k-m; x,= 0,4636 + /- 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
2851.x,~0,6319 +k-7m; x,=~—1,2199 + - 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 fel-

adatot, ha el6bb felhasznéljuk, hogy 1 = sin®x + cos * x.
2852.x,~1,0591 +k-7m;, x,~—0,2737 + - 7. Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z5 fel-
adatot.

/s
2853. x1=Z+k-7l'; X, =—0,2450+1 - 7.

T
2854. x = 7 +k-m; x,=-—11071 +1- 7. Szorozzunk be a nevezdvel, ezutan olyan tipusi
lesz, mint az el6z6 feladatokban megoldottak!
T
2855. x1=?+k-7r; X, = 1,4280 +1 - 715 x,~1,2490 + m - 71.
2856. x,= - + k T i T
« X, =—+ K T; =—-——++1[ T =—+m- T, =——++n-m.
x13 T X, 3 7T,x36m77,x4 6n71'
T T 5
2857. x1=€+k-2-71; x2=—€+l-2-7r; x3=?+m-2<n;
5 2.

T T
x4=—T+n~2~n’; x5=?+p~2‘71'; x6=—?+q‘2~7r; x7=T+r‘2~7T;

T
Xg=— = + 52 . Emeljiik harmadik hatvanyra a sin’x + cos*x = 1 azonossagot! Ezt fel-

hasznalva el6bb-utébb cosx-re negyedfoku egyenletet kapunk, amely masodfoku egyenletre
vezethetd vissza. (Lehet sin x-re negyedfoku is az egyenlet.)





