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205. 1. eset: A sz0g konvex (205/1. és 205/11. abra). A szogfelez6 P pontjara P4 = PB =d(a;a’) =
= d(b; b"). 2. eset: A szog konkav (205/111. 4dbra). A szdgtelezd P pontjara PA = PB =d(a’; a*) =
= d(b’; b*).

n+r,

206. A keresett ponthalmaz egy O kozépponti, r sugara kor, ahol r= . A k kor tet-

r—r
szOleges P pontjanak k,, illetve k, kort6l mért tavolsaga d(P; k) =r— rF%, illetve

r=
d@P; ky,)=r,—r= 2 5 L. Tehat a két tavolsag egyenld. Ak kort a k, és k, korok kozépkorének

nevezziik.
207. f,;Ne=M lehet a keresett pont. Ha AB nem merd&leges e-re, akkor egyetlen pont a

megoldéds. Ha AB merGleges e-re és d(e; A) # d(e; B), akkor nincs megoldds. Ha AB merGleges

e-re és d(e; A) = d(e; B), akkor az e egyenes minden pontja rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.
208. 1.eset: 8 <90°. P =e(A4; B)N fz.. P azAB bels6 pontja, ha AB > AC. P az AB kiils6 pont-
ja, ha AB < AC, tehat az AB szakaszon nincs a feltételnek eleget tevd pont. P=A, ha AB =AC.
2. eset: 5 =90°. e(4; B) N fz- = 0, nincs ilyen pont.

3. eset: 8> 90°. P=e(A; B)N fze. AC > AB miatt P mindig az AB kiilsG pontja, tehat az AB
szakaszon nincs a feltételnek eleget tevé pont.

209. A keresett pont az ACB< szogfelezjének a szemkozti AB oldallal valé metszéspontja.
A kiilsg szogfelez6 C-t6l kiilonbozd Osszes pontja a haromszdgon kiviil van, tehat az AB sza-
kasszal nincs kdzos pontja.

210. Tekintsiik a metszéspontoknal keletkezett szogek szogfelezgit! Ezek paronkénti met-
széspontjai lesznek a keresett pontok. Két megoldas van.

211. Barmely korvonal 6t kiillonbozd pontja rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, mert egyen-
16 tavol van a kor kézéppontjatol.

212. f ;N fp=0=>0 € f;3és O € f, A0 =BO és CO =DO. Ezekbdl viszont nem
kovetkezik BO és DO egyenlosége, tehat O nem lehet az ABCD négyszog koriilirt kdrének
kozéppontja.

213. Legyen a két szakasz AB és CD. f,;N f-, = E lehet az egyenld szaru haromszogek ko-
z0s csdcsa. 1. eset: AB nem parhuzamos CD-vel. f,;N fop &€ ABA fi0 fop & CD. = Egy
megoldas van.

2. eset: AB nem parhuzamos CD-vel. f,; N f, € CD. = Nem léteznek ilyen hdromszogek.

3. eset: AB parhuzamos CD-vel. f,; =f-,. f,; minden pontja megfelel6 a szakasz felez6pont-
janak kivételével.

4. eset: AB parhuzamos CD-vel. f,, parhuzamos f,,-vel. = Nem léteznek ilyen haromszogek.
214. Vegyiik az a szogfelez6jét! P-bdl éllitsunk merSlegest f-ral A merSleges A és B pont-
ban metszi a szog szarait. OABA szogfelezdje merdleges a szemkozti oldalra, tehat O4 = OB,
vagyis a merdleges egyenld szakaszokat vag le a szogszarakbol.

215. A keresett pontok a szogfelezo félegyenesnek és a P kozépponti, 3 cm sugart kornek a
kozos részét alkotjak. 2, 1 vagy 0 megoldas lehet.
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216. 1. eset: a egyenes nem parhuzamos b-vel. Legyen by, b, | b és d(b; b,) = d(b; b,) = 1!
b,Nna=M, b,Nna =M, Metsz6 egyenesek esetében két megoldas van.

2. eset: a | b. Csak akkor van megoldds, ha d(a; b) = t. Ekkor a minden pontja megfelel a fel-
adat kovetelményeinek.

217. Az e egyenestdl a tavolsagra levé pontok halmaza az e, és e, pairhuzamos egyenespar.
A P ponttdl a tavolsagra levs pontok halmaza a P kozéppontu, a sugaru &, kor. Mindkét feltétel-
nek az e, Nk,, illetve e, Nk, pontok tesznek eleget. Két megoldds van, ha 0 < d(e; P) < 2a. Egy
megoldas van, ha d(e; P) = 2a. Nincs megoldés, ha d(e; P) > 2a.

218. a-val és b-vel d tavolsagban parhuzamosokat huzunk. A keletkezett ,, @,, ;, a, szdgek
belsd és kiilsd szogfelez6inek megjeldlt része a megoldas.

219. OA = OB =d= OABX =45°= ha P € AB, akkor PT, AA egyenl( szaru derékszogli =
=PI, =TA. PI,0T, téglalap= PT, = OT,; PT,+PT,=0T,+T,A=0A=d=a BA sza-
kasz minden pontja megfelel a feltételeknek.

220. Felhasznaljuk a 219. feladat eredményét, miszerint

k k
azok az E pontok, melyekre x +y = 52y befogdju CKL Ly

egyenld szaru derékszogli haromszog atfogdjan vannak.

A szerkesztés: D ACB széraira C-bol > tavolsdg felvé- D N ¥ N\C

tele=K, L. QKLNAB=E. ®E-bdl merdleges CA- o
ra= P, E-b6l merbleges CB-re = Q. K
221. Felhaszndljuk: A téglalap C csicsa rajta van a koron

BN
0
Y

ésa 7 befogdji OKL egyenld szart derékszogli haromszog

atfog6jan. A szerkesztés: (D Az adott kor két egymasra
k

merSleges atmérdje = e és f. 2 O-bdl e-re és f-re 7 sza- S @

kasz felvétele = K, L. @) KL és az adott kor kozos pontja C.
@ C-t tiikrdzziik e-re, f-re és O-ra= B, D, A. KL és a kor D, G

helyzetétdl fiiggben két egybevagd téglalapot vagy egy D, G
négyzetet kapunk, vagy egyaltalan nincs megoldas. 0 \ X
222. A korbe irt négyzetek és téglalapok elforgathatok '
ugy, hogy oldalaik parhuzamosak legyenek. A 221. feladat-
ban lattuk, hogy az 4,B,C,D, téglalap keriilete 40K,, az
A,B,C,D, téglalap keriilete pedig 40K,. K,L, a kor érintGje,
K,L, pedig a szel§je = OK, > OK, = a négyzet keriilete 4,
nagyobb barmelyik beirt téglalap keriileténél.
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Haromszogek szerkesztése (l. rész)

223. Aszerkesztés: D AB-vel parhuzamos m, tavolsigra e, ése,. @ e,Ne=Cy; e;Ne=C,.

Hae| e (4; B), de d(e; e(4; B)) # m,, akkor nincs megoldds. Ha e | e (4; B) és d(e; e(4; B)) =

= m,, akkor minden C € e pont megfeleld.

224. Aszerkesztés: (D e-vel parhuzamos m, tavolsagra =g, ésg,. @ g, N f=Cy;

g,Nf=C,. ® C,, (ill. C,) kdzéppontd, a sugard kor=k,. k,Ne=B; B,. ® C,, (ill. C,)

kozéppontd, b sugari kor=k,. k, Nne=A; A,. ® A,, B; , C; pontok hatirozzak meg a

szerkesztend6 haromszoget. A megoldasok szama végtelen sok vagy 4-4 egybevagd vagy 2-2 egy-

bevagd haromszog lehet, de nulla megoldast is kaphatunk.

225. A szerkesztés: D AB-vel parhuzamos, m, tavolsagra 1évG egyenes =e. (O A csticsndl

AB-re @ sz0g; a masik szdra a g egyenes. Q) e Ng = C. Egy megoldas van.

226. A szerkesztés: (D AB=c oldal=A, B. @ AB-vel parhuzamos, m, tdvolsigra 1évG

egyenes =¢g. @ A kozéppontd, b sugard kor=k,. @ k,Nng=C. Két kilonboz6 megoldas

van, ha b >m,_. Egy derékszogli megoldas van, ha b =m,_. Nincs megoldas, ha b <m,.

227. Aszerkesztés: ) AB = c szakasz= A, B. @) A cslicsnal AB-re @ szOg; a masik szdraa g

egyenes. @ AB szakasz felezéspontja . @ F kozéppontu, s, sugard kor =k, @ k.Nng=C.
c ¢

Egy megoldés van, ha s, > R Kettd, egy vagy nulla megoldas van, ha s, < ) (ekkor az FACA-

ben két oldal és a kisebbel szemben fekvd szog adott).

228. A szerkesztés: D AB =c szakasz=A, B. Q) AB-vel parhuzamos m, tavolsagra =g
egyenes. @ AB szakasz felezéspontja F. @ F kozéppontd, s, sugard kor =k, @ k.Ng=C.
Két egybevdgd megoldas van, ha s, > m_. Egyetlen egyenl6 szarti megoldas van, ha s, =m
Nincs megoldas, ha s, <m.,.

229. Adott: m; f, és ,é A szerkesztés: D B szog=e,f és B. @ e-vel parhuzamos, m,
tavolsdgra 1évo egyenes =g. @ g N f=C. @ C kozéppontd, f, sugari kor = k.. ® k-Ne=P.
©® PCBX tiikrozése CP egyenesére = h félegyenes. ) hne =A. A megoldasok szama 2, 1
vagy 0 lehet.

230. A szerkesztés: D 60°-0s szog = B, ¢,f. @ m téavolsdgra parhuzamos e-vel = g.

® fng=C. @ C kozéppontu, CB sugart kor = k.. @O k.Ne =A. Egyértelmiien megoldhato.
231. Aszerkesztés: @ A-bol mersleges e-re = metszéspontjuk F Q) A-ban AF-re 30°-0s sz6g
az AF éltal hatérolt két félsikban= fés g. @ fne=B=gne=C. Egyértelmiien megold-
haté, ha A & e.

232. Adott: AB oldal egyenese, e és a kozéppont, M. A szerkesztés: (D M-bsl merSleges
e-re = m egyenes = e Nm = F. ) MF-re M csuccsal pozitiv és negativ irdnyban 60°-o0s szog =
fésg. @ fne=A; gne=b. @ A kozépponti, AB sugari kor=k,. & k,Nnm = C. Egyér-
telmtien megoldhatd, ha M & e.

233. a) Az egyenld oldalid haromszog 120°-o0s forgasszimmetridjat felhasznalva: @O O kozép-
pontu, R sugart kor = k. @ 120°-0s kozépponti szogek = A4; B; C. Egyértelmii a megoldas.
b) Az egyenl§ oldald haromszog 120°-o0s forgdsszimmetrigjat felhasznédlva: O O, kozéppontd,

SN

o

€ Lo 120°
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r, sugaru kor = k,. @ 120°-os kozépponti szogek = A,,B,,C,. @ k, korhoz érint6 A,-,B,-,C;-
ben= f,g,h. @ fﬂg C; gnh A; fnh=B. Egyertelmuamegoldas

234. Adott: A; B és az AC szar egyenese, e. A szerkesztés: (D AB szakasz felez6 mer&legese
= f3- @ fzNe=C. Nincs megoldas, ha e merGleges AB-re.

235. A szerkesztés: O y szog=C; a; b. Q 7 sz0g felezGje = f,. ® C-t6l m, tavolsagra
merQleges egyenest allitunkf, -ra=g. @ gna=A¢é gnb=B8. Egyertelmuen megoldhato

286. A szerkesztés: D 7 szog=> C; a; b. Q 7y szogfelezGje =f,. @ — 5 tavolsagra parhuza-
mosf,-val=e,f. @ eNna =B; bnf=A. Egyértelmiien megoldhato.

237. A szerkesztés: D a sz0g= A; e;f. @ A kozéppontu, b sugara kor k, @ k,ne=C.
@ C kozéppontu, b sugart kor = k. @ kN f=B. Egyértelmiien megoldhato

238. Aszerkesztés: O AB=c szakasz :>A B. © AB felezéspontja és felez merdlegese =
F.f.5- @ F kozépponti, m, sugaru kor=kp. @ kN f,z = C. Egyértelmiien megoldhato
239. Aszerkesztés: O C csticsti derekszog =e,f @ C kozéppontu, b sugari kor = k..

@ kcne=A. @ A kozéppontd, ¢ sugard kor =k, & k,N f=B. Egy megoldds van, hac> b,
nincs megoldas hac<b.

240. Aszerkesztés: O m, = AT szakasz=A,T. @ T-ben merbleges AT-re =e. 3 A kozép-
pontd, ¢ sugara kor =k, . @ k,Nne=B.Q AB felezs merGlegese = f,5. ® f,zNe=C. Egy
megoldas van, ha ¢ > m,, nincs megoldas hac<m

241. Felhasznéljuk: SC=28G. A szerkesztés: (D AB=c szakasz =A4, B. @ AB felez6
merGlegese f,z. @ A csicshoz BAFL =6 = f félegyenes. @ fnf,,=S8. & fypre G-vel
ellentétes oldalra S-b6l 2SG = C. 6 < 90° esetén egyértelmiien megoldhato

242. Legyen az AB alap felezGpontja F, valamint az f, szogfelezd €s az m, magassdg metszés-
pontja P, szoge 8! Felhasznaljuk: PAF = 90° — 8, CAF = 2PAF = 180° — 26.

A szerkesztés: ® AB =c szakasz=A4, B. @ A-ban és B-ben AB-re (180°—26) szog=>a
szogszarak metszéspontja C. Egy megoldés van, ha 0° < 180° — 26 < 90°=45° < § < 90°.
243. Aszerkesztés: D m ;b a=>ATCA. @ C kozéppontd, a sugari kor = k..

® kc.ne(T; C)=B. Nincs megoldds, ha a <m,. 1 derékszogli megoldas van, ha a =m,.
1 hegyesszogii és 1 tompaszogli megoldas van, haa > m,.

a
244. A szerkesztés: D s,; 4 = AFCA. @ C-t tikrozzik F-re = B. Nincs megoldés, ha

AFCA-re nem teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség.

245. Adott a BC szar és a T magassagtalppont. A szerkesztés: @ T-ben merSlegest allitunk
BC-re=m. @ C kozéppontd, CB sugari kor=k. @ k.Nnm=A. Ha T a BC B-n tili
meghosszabbitasan van vagy B = T, akkor nincs megoldas. Ha 7 a BC bels6 pontja, akkor
hegyesszogli a haromszog. Ha T = C, akkor derékszogl a haromszog. Ha 7 a BC C-n tuli
meghosszabbitdsan van, akkor tompaszogii a haromszog.

246. A szerkesztés: O a =BC=B; C. O F a BC szakasz felezéspontja. @ F-ben BC-re
felmérjiik 6-t=e. @ C kozépponty, a sugard kor=k.. ® k.Ne=A. Ha 6 = 90°, akkor a
haromszog szabélyos. Ha 6 # 90°, akkor két kiillonb6z8 megoldas van.

.
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[2490.] < [2a9/m]

C b B 4* a ¢ B*
247. A szerkesztés: D) AB=c=A; B. @ AB-re A-ban és B-ben 45°=e¢; . @ en f=C.
Egyértelmiien megoldhato.

248. a) Legyen az AB atfogo felezGpontja F, egyenese e! Felhasznaljuk: AF = FB = FC és
FC 1 AB. Aszerkesztés: D C-b8l Le-re=m. Q) mne=F @ F kozéppontd, FC sugari kor =
=kp. @ kpNne={A; B}. Egyértelmiien megoldhato.

b) A szerkesztés: D B-b6l Lf-re=m. @ mnf=C. @ C kozéppontd, CB sugari kor = k..
@ k.n f=A. Egyértelmiien megoldhato. 45°

249. g) Felhaszndljuk: AB = BB*; BAB*< = BB*A{ = -

A szerkesztés: D a +c; b ; 22,5°= ACB*A. @ C kozépponti, CA sugart kor = k..

® k.NCB* = B. Egyértelmiien megoldhato.

b) Felhasznéljuk: AC = AB*; ACB*<{ = AB*C< = 67,5°; CB*B<( = 112,5°.

A szerkesztés: D (c —b); 45°% 112,5°= CBB*A. @ C kozéppontd, CB sugari kor = k.
® k.ne(B; B*) = A. Egyértelmitien megoldhato.

250. Felhasznaljuk: AC = CB = A*C; AB = BB*; AA*B*& = 45% AB*A*< = 225"

A szerkesztés: ) K=a +a + ¢; 45° 22,5° = AA*B*A. Q) A-bol L A*B*-ra= C. Q) C-bsl B*
felé AC tavolsag = B. Egyértelmtien megoldhato.

251. 1.eset: Az adott sz0g a haromszog alapon fekvé szoge, . Felhasznaljuk: AC=CB= BB*;

a
BB*C <=BCB* < =—.

2
a
A szerkesztés: D (a + ¢); @ = CAB*A. Q) CB* felez6 merdlegese = f @ fnAB* =B.
180° —
2. eset: Az adott szog a haromszog szarszoge, y. Ebbdl az alapon fekvs szog: @ = %

Alkalmazzuk a tovabbiakban az 1. esetnél vazolt szerkesztést.

Ha az adott szog hegyesszog, akkor két megoldas van (az els6 és a masodik esetnél is egy-egy).
Ha az adott szog derékszog vagy tompaszog, akkor egy megoldas van (csak a masodik esetnél).

252. gq) Az adott sz0g az egyenl§ szart haromszog alapon fekvd szoge, a.
a
1. eset: a>c. Van olyan C*&€BC, amelyre AB = BC*= BAC*< = BC*A{=90°— > =

a
= AC*C ¥ =90°+ ER Felhasznéljuk tovabb4, hogy ACB<X = 180° — 2a.

c |251. |252/1. c 252/Il.
; ¢ :
\ a a ‘:
S~ f \‘\ o o /
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A c B a B* A \ c B
Jfre

@
A szerkesztés: D a —c¢; 90° + = 180° — 2a= AC* CA. ) C kozépponti, CA sugard kor =
=k.. @ CC* félegyenes= f. @ k.N f=B
a
2. eset: a <c. Van olyan B* € AB, amelyre AC =AB*= AB*CX=ACB*{=90°— R

a a
=CB*B<=90°+ > A szerkesztés: D) ¢ —a; 90° + ?; a= B*BCA. (@ C kozépponti, CB

sugard kor = k.. @ BB* félegyenes= f. @ fnk.=A.
Ha a = ¢ és a szog 60°, akkor tetszdleges oldala szabélyos haromszog a megoldas. Ha a = ¢ és

a sz0g nem 60°, akkor nincs megoldas.
180° —
b) Az adott sz0g az egyenlG szaru haromszog szarszoge, y. Az a = Ty Osszefiiggés segit-

ségével a feladat visszavezethet$ az a) esetre.
a
253. Felhasznaljuk: AC,=AC=BC=BC,=AC,CX=ACC,¥ =BC,C<X =BCC,¥= ER

a a
Aszerkesztés: @ k = 2a + c; > 7:01 C,CA D CC, felez6 merSlegese = fi; CC, felezs

merdlegese = foc,. @ fee, NC1C,=B; fee,NC,C,= A. Egyértelmiien megoldhatd, ha & < 90°.
B

254. Felhasznaljuk: CB =BB* = BCB* =BB*C<« =5

A szerkesztés: D a + c; g; m,= AB*CA. @ CB* felezd merGlegese = fp.

® AB*N fop=B.HaAB*N f.;= 0, akkor nincs megoldas.

255. Felhaszniljuk: CA = CC*.

A szerkesztés: D a — b; m; 8 =>ABC*A . Q) AC* felezG merGlegese = [ co.

® fuc-NeB; C*)=C. Ha f 0. Ne(B; C*) =0 vagy f o« Ne(B; C*) rajta van C*B félegye-
nesen, akkor nincs megoldas.

256. a) Adatok: a + b; c. Felhasznaljuk: 4*C = CA = AA*CL = 45°.

A szerkesztés: ) b + a; 45° ¢ = A¥*BAA. Q) A-b6l merbleges A*B-re=m. Q mNA*B=C.
Az A*BAA nem mindig szerkeszthetd, mert két oldal és a kisebbel szemben fekvd szog adott.
Ha nem szerkeszthetd, illetve a + b < ¢, akkor nincs megoldas.

4 [256/1. |
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[ 4c-a 256/IV. P - [257A.
C* c o

e

C a 3 4, b ¢ a B ¢ 4

b) Adatok: a —b; c. Felhaszndljuk: A*C = CA=>AA*CL =45"= ;
= AA*B<X = 135°. A szerkesztés: D a — b; 135°;, ¢ = AA*BA. Cimx
@ A-bol merdleges e(A* B) egyenesre =e. @ ene(d* B)=C. AB=AB
Egyértelmtien megoldhat6, haa —b <c.

¢) Adatok: a — b; a. Felhasznaljuk: A*C = CA=AA*CL =45°=AA*B<¥ =135°. =90°— a.
A szerkesztés: D a — b; 135°% 90° — a = A*BAA . O A-bSl merSleges e(4*; B)-re = e.

® ene(d*; B)=C. 45° < a < 90° esetén egyértelmiien megoldhat6. Egyébként nincs meg-
oldas.

d) Adatok: ¢ — a; a. Felhasznéljuk: CB= C*B és § =90° — ¢ = BCC*<¥ = BC*C ¥ =
a a a
=45°+7< =CC*AL = 135°—?. A szerkesztés: D ¢ —a; «a; 135°—?=>AC*CA.

@ C-ben merdleges AC-re=e. @ ene(d; C*)=B. 0°<a < 90° esetén egyértelmiien
megoldhato6.
e) Adatok: a +b +c; a. Felhaszndljuk: CA, = CA = AA,C¥ =45°% BA=BA= BAA <=

a a
=BA AL =45°— ER A szerkesztés: D a+b+c; 455 45°—7:> A, A AN . D AA, fele-

z6 merGlegese = f,,; AA, felezd merSlegese= f,,. @ f,4 NAA,=C; [, NAA,=B.
0°< a < 90° esetén egyértelmtien megoldhato.

257. a) Adatok: b +c; a; y. Felhasznaljuk: AB = AB*.

Aszerkesztés: D b +c;a; y = CB*BA. @ BB* felez6 merGlegese = fpp.. @ fgp NB*C = A.
Ha fg,. NB*C = ), akkor nincs megoldas.

@
b) Adatok: b+c; a; a. Felhasznéljuk: CA = C* A= C*CAX = CC*AL =?'
@
A szerkesztés: D b +¢; a; ?=>BCC*A . @ CC* felez6 merGlegese = feco.

® fee»NC*B=A; b+c>a miatt a BCC*A-et két oldalabdl és a kisebbel szemben
fekvo szogébdl kell megszerkeszteni, igy a megoldds nem egyértelmti. Kaphatunk egy vagy
két megoldast, de az is el6fordulhat, hogy az adatok nem hatdroznak meg haromszoget. Ha
fee» N C*B = 1, akkor nincs megoldas.

b—c C
C
\\ B*
f(‘:co\\
\ a
\\b [4
\\ a
cx b c B
f o B
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B*
a
C
a
N m,
¢) Adatok: b —c, a; f. Felhasznéljuk: AB= AB*= ™ N
A F B 4 5§ F § B

a
= ABB*{ = AB*B«L = 90°—?:>BB*C< =90° +
a
+7. B*CB¥{ =180°— (a + ).
a
A szerkesztés: D) b —c; 90° + ?; 180° — (¢ + B)=CB*BA. (O B-ben CB-re B szdog= f.

a
® e(C; B*)N f=A. Nincs megoldas, ha 3 + > < 90°, mert ekkor BB*C< + BCB*< > 180°

lenne.

d) Adatok: b + ¢; a; m,. Felhasznéljuk: AB = AB*. A szerkesztés: O b + c; a; my = B*BCA.
@ BB* felez6 mer6legese = fyg.. @ fpp NB*C=A. Ha a <m,, akkor nincs megoldas.
Ha a =m,, akkor derékszogli haromszoget kapunk. Ha a > m,, akkor két megoldas is lehet,
amennyiben fy;. N B*C #0.

e) Adatok: b —c¢; a; m,. Felhasznaljuk: AB =AB*. A szerkesztés: O b —¢; a; m, = BB*CA.
(@ BB* felez6 merSlegese = fgz. @ fzzNe(C;B*)=A. Ha b —c¢ > a vagy a < m,, akkor
nincs megoldas. Ha b — ¢ <a és a > m,, akkor a kapott két CB*BA koziil csak az felel meg,
amelyikben CB*B< > 90°.

258. Felhaszniljuk: Az 6sszeg- €s a kiilonbségszakasz 0sszegének fele az a oldal; az 6sszeg- és
a kiilonbségszakasz kiillonbségének fele a b oldal. A szerkesztés: (D a és b oldal megszerkesz-
tése a fenti utasitas szerint. Q) a; b; y = ABCA. a +b >a — b esetén egyértelmiien megold-
hat6.

259. Felhasznéljuk: QP = QP* és OP* =t. A szerkesztés: D O-bdl b-re ¢ felvétele = P*.

@ PP* felez6 mer6legese = fpp.. @ fpp- Nb=0. Ha OQ + QP =t < OP, akkor nincs meg-
oldas, mert az OPQA-re nem teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség. Ha OQ + QP =t > OP,
akkor egy megoldas van.

260. Felhaszniljuk: CB = CB* = CB*BY = CBB*{ =15°. A szerkesztés: O b ; m, +a;
15°= FBB*A. ) BB* szakaszfelez6 merGlegese = fpp. @ fyz NFB* =C. @ B tikorképe

F-re = A. Egyértelmiien megoldhatd.
¢
261. Felhasznaljuk: CB* = CB. A szerkesztés: (D X m,+a; b = FBB*A. (@ BB* szakasz-

felez6 merGlegese = fyp. @ fyp NFB* =C. @ B tikor-
c 5
képe F-re=A. Ham +a < bR akkor nincs megoldas. B

E
262. Felhasznaljuk: Az EC atlo felezi az ACB<-et. ul
A szerkesztés: D ACBL felezGje = f.
@ fnAB=E. ® E-bSl merdleges BC-re = g. E-bl merd-
leges AC-re=h. @ gnNBC=F é hnAC =D. A négyzet
egyértelmien szerkeszthetd. c nlD K 4

g
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Egybevagodsag

Haromszogek, sokszdgek egybevagdsaga

c 263. Két egybevago részre csak csiicson atmend egyenessel vaghato

szét a haromszog, kiillonben egy haromszog és egy négyszog keletkez-
ne. ADC = BDCA lehetséges csak, vagyis aza, d, ¢, és a b, d, c, oldalak
paronként egyenlSk. 1. eset: Ha a = b, akkor ABCA egyenld szaru.
2. eset: Ha a=d, d=b, c,=c,=>a=d=b= CADX =CDAYX =
=CDB<.=CBD< =h , amilehetetlen. Haa =d,d =c;,c,=b=>c=
=c¢, +c¢,=d +b=a + b, ami lehetetlen.

4 IS 5 3.eset: Hoa=c,,d=d,c,=b=c=c,+c,=a +b, ami lehetetlen.
\ 4. eset: Ha a=c, d=b, c,=d=>c=c,+c,=a+d=a+b, ami
lehetetlen.

A 264-269. feladatok megoldasat az olvasora bizzuk.

270. b, =b,=2cm, o, = @, = 60° 7, = B, = 90°, mégsem egybevagd a két haromszog.

271. c,=b,=2cm, a, = a, = 80°, 7, = 7, = 20°, mégsem egybevigo a két haromszog.

272. a,=a,, b, =b,, m; =m,, mégsem egybevago a két haromszog, ha a; < 90° és @, > 90°.
273. C|T, és C,T, magassag. 1. eset: Ha @, 5 # 90% a,=a,, b,=b,, 8,=5,=>180°—- 8, =
=180° — B,; egy oldal és két megfelels szOg egyenlségébsl = C\B,T\A = C,B,T,A=m,=
=m,; két oldal és a hosszabbal szemkozti szog egyenloségébdl = A, T,C,A = A,T,C,A=
= a, = a, kozvetlenil, illetve 180° — @, = 180° — @, miatt = A4,B,C,A = A,B,C,A.

2. eset: Ha @ = 90° vagy /8 = 90°, akkor két megfelel§ oldal és a hosszabbikkal szemkozti szog
egyenlGsége miatt az allitas nyilvanvald.

274. a,=a, b,=b,,c,=c,d, =d, e, =e,a274. dbra
szerint. a, = a,, d, =d,, e, = e, = A,B,D|A = A,B,D,A
és by,=b,, c,=c, e,=¢,»B,C,D,A = B,C,D,A=a
két-két haromszog megfelels szogei egyenldk = a két
négyszog szogei paronként egyenldk, megfeleld olda-
laik is egyenldk, tehat egybevagok.

275. a,=ay, by=b,, ¢,=c, @, =a,, §,=[, a 275.
dbra szerint. b, =b,, ¢,=c, B, =5,= B,C\D,A =
= B,C,D,A=megfeleld szogeik egyenlok = ¢, = ¢,,
vV, =V, Hasonléan A4,B,C\A= A,B,C,A=¢&, =&y
ey=eya,=a,a,—vV,=a,-V,=BDA A=

= B,D,A,A=d, =d,, t;,= l,. A,B,C,D, = A,B,C,D,, mert megfelel6 szogeik és oldalaik
paronként egyenldk.

276. a,=ay, b, =b,,c,=c,d, =d,, a; = ,, de a két négyszog koziil az egyik konvex, a masik
konkav, tehat nem egybevagok.

277. a) G, F felez6 pontok a szdrak bels6 pontjai; BCFA = BCGA, mert két oldaluk és azok
kozrezart szoge egyenld = BF = CG.

IR
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[279n. ] [279/m.]

c

1% :
E a

b) T, és T, magassagtalppont. Ha a # 90°, akkor BCT,A = BCT,A (egy oldaluk és megfeleld
szogeik egyenl6k) = BT, = CT,. Ha a = 90°, akkor a szdrakhoz tartoz6 magassagok egyenldk e
befogokkal, tehdt egymassal is.

¢) BP és CQ szogfelezok. BCPA = BCQA, mert egy oldaluk és megfeleld szogeik egyenlok =
= BP =CQ.

278. CF sulyvonal = F felezi AB-t; CF magassag = CF L AB; AF = FB, CF kozos, CFA<X =
= CFBL=>AFCA = BFCA=AC = BC = Az ABCA egyenl§ szaru.

279. a) AF = FB, f|AC, fnBC = H; Az F ponton at BC-vel hizott parhuzamos az AC oldalt
a G pontban metszi. GAF<X = HFB< egyallasu szogek, GFA<X = HBF<{ egyallasu szogek,
AF = FB= GAFA = HFBA= GA =HF és GF=HB. CGFH négyszog paralelogramma,
mert szemkozti oldalai parhuzamosak = CG = HF és GF=CH; HF=GA=CG, AC=
= AG + GC =2HF, HB = GF = CH = a H pont felezi a BC oldalt.

b) Az F felezd ponton at CA-val hizott FG* parhuzamos felezi BC-t (az a) részben bizonyitot-

1
tuk) = CG*=G*B és CG=GB= G = G*. Tehat FG | AC és FG = 3AC. FG a haromszog

Ty
S
SH

e

egyik kozépvonala.
280. FF, kozépvonal azABCA-ben, §,S, pedig az ABSA-ben = F|F, és S,S, pirhuzamos AB-
vel és hosszuk feleakkora, mint AB. = F\F,S,S, paralelogramma = SF/F,A = §S,5,A.

281. A 280. feladat jeloléseit hasznaljuk. .4 =S,S, mert S, felezi AS-t; §,S = SF,, mert
SFF,A = §S,5,A = SA :SF, = 2:1; hasonldan lathatd, hogy SB: SF, =2: 1.

282. Legyen BC felezbpontja F;, AC felez6pontja F,! F|F, kozépvonal az ABCA-ben=
= IF, | AB és AF, = BF, a feltétel szerint, ezért ABF,F, htrtrapéz = AF, = BF;, = AC = BC.
283. T, és T, a magassagok talppontjai. AT, = BT, a feltétel szerint, ACT X = BCT, < és
ATCL =BT,CLX=90°= AT CA = BT,CA=AC = BC.

284. Az O csucsu szog felezGjének F pontjaban emelt merGleges
A-ban, illetve B-ben metszi a szarakat. BFO<X = AFO< = 90°, OF
koz0s, BOF = FOA a szogfelezés miatt = OAFA = OFBA =

Q

= 0A = OB. : :/ d

285. Legyen m L a és F € m! FA=FB, BLFX = AT F4 =90, ; /\/<

1,BF <X = FAT, X valtoszogek = AT, FA = BT, FA=FT, =F1,. Az :/ I c

F pont egyenld tavolsagra van a-t6l és b-tdl, rajta van a kozép- / b
I

parhuzamoson.
286. a | b, ¢ | d, d(a; b) =d(c; d). A jelolt haromszogek egy- 7
bevagok, mert egyik oldaluk a sav szélessége, szogeik pedig egyal-
last szogek. Az atfogdjuk —ami az e egyenesbdl a savok 4ltal
kimetszett két szakasz — is egyenld. A gondolatmenet fiiggetlen a
parhuzamos savok tavolsagatol.

287. CF,T,< = BF, T, csucsszogek, T,CF, < = T,BF, < valt6szogek,
CF,=FB=CFT,A = BETLA=FT, =FT, dF; ¢)= d(F; ¢).
Hasonloan d(F,; ¢) = d(F); ¢’). = Az F|F, egyenes egyenld tavolsagra
van a ¢ és ¢’ egyenestOl és az azokra illeszkedd A4, B, C pontoktdl.

§__
N§_________
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288. AF =FB, AT\FX = BTLF<X =90°, AFT,<. = BFT,< csucsszogek = AFT, A= BFT,A =
= AT, = BT,.

289. Szemkoztl oldalaik parhuzamossaga miatt az ARBC, a CABP, az ABCQ négyszogek
paralelogrammidk = AR =CB é AC=BR, CA=PB és AB=CP, AB=CQ é BC=0A4.=
= ARBA = CBPA = QACA = BCAA.

290. DE =FE négyzetoldalak, FT.E<. =DTE< =90°, FET,<. = EDT<. mer&leges szara he-
gyesszogek = EDTA = ET.FA = ET, = DT. Hasonléan DTCA = CT;BA = CT, = DT. A fen-
tiekbdl kovetkezik, hogy CT, = ET.

291. 04 =0C= OACA egyenls szaru és OB = OD = OBDA egyenl6 szaru. Szarszogiik
kozos, alapon fekvs szogeik egyenlSk, ezért AC | BD (1). AB = OB-OA = OD-OC = CD (2).
(1) és (2)=>ABDC hurtrapéz. Az AOCA és BODA szarszogének szogfelezGje szimmetria-
tengelye mindkét haromszognek = szimmetriatengelye az ABDC trapéznak = atmegy az AD
és BC atlok M metszéspontjan.

292. CR=AP=BQ =a+x,CQ=AR=BP =x, QCRL = RAP<L=PBQO< =120°= RAPA =
=~ BRQA = CQRA = PQ = QR =RP.

293. ARQA = BPRA = CQPA, mert két oldaluk (x és y) és azok kozrezart szoge (60°) egyenls.
(ARQA-nek O koriili +120°-o0s elforgatottja BPRA, —120°-0s elforgatottja COPA.) Harmadik
oldaluk is egyenl6, OR = RP = PQ.

294. ABCA és PORA szogei 60°-osak, € + ¢ + 60° = 180° = RBPA szogei €, ¢ és 60°.

OR = PR, ROA¥ = PRB<, QARY = RBP< = QARA ~ RBPA=> QA = RB és AR = BP

PRB és QPC haromszoget tekintve CQ = BP és QA = CP=AR:RB =BP:PC = CQ: QA.
295. a) DORA szabalyos = DR = DQ; ABCD négyszog négyzet => DA =DC és DARY =
=DCOYX =90°= DARA = DCQA, mert két oldaluk és a hosszabbal szemkozti szogiik egyenld.
b) DCOA = DARA = ADR< = QDC< = DB felezi az RDQ szbget. D pontban DB atléra mind-
két irdnyban 30°-os szoget szerkesztiink, szarai kimetszik a szabalyos haromszog masik két csicsat.
296. ¢| f,g Lfésh Le=g|h= PORS négyszog téglalap. AOBA = BRCA = CSDA = DPAA,
mert szogeik 90°, ¢ és atfogdjuk a négyzet oldala=> AP =BQ =CR=DS és AQ=BR=CS =
=DP.

R A Y R X B
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1. eset: PO = AQ-AP = DP-DS = SP (lasd 296/1. abra)

2. eset: PO =AQ + AP = DP + DS = SP (lasd 296/11. abra).

A PORS téglalap szomszédos oldalai egyenl6k = a PORS négyszog négyzet.

297. ABCD négyzet = AD = BC, DCEA egyenl$ szari = = DE = CE, ADEX=90°+ ¢ =
BCE<X=ADEA = BCEA= = BE = AL.

298. ABFG négyzet = AB = AG, ACDE négyzet =>AE = =AC, GACX =90°+ a = EABX
= GACA = BAEA (BAEA a GACA A pont koriili —90°-os elforgatottja) = GC = EB.

299. PQ|AC= PACS négyszog paralelogramma = P4 = =SC, RACQ négyszog parale-
logramma AR = CQ, PARYX = = SCQ egyallast szogek = PARA = SCQA = PR = SQ.

300. AD =BC és DABYX =ABC< = a. DB | PQ, DP | BQ = DBQP négyszog paralelogram-
ma = DP = BQ, ADP<. = CBQ< = 180° — @, AD = BC= ADPA = CBQA = AP = CQ.

301. KE, =r, EP.=x, KEP< = 90°= KE P, haromszogek egybevagdk = KP, = d allando.

A keresett ponthalmaz a K kozéppontt, d sugart kor.

Tengelyes tlkrozés
302. Ha a pont az egyenesen van, akkor tiikorképe 6énmaga. Ha a pont nincs az egyenesen,

tiikorképét egy olyan rombusz atellenes csticsaként szerkeszthetjiik, amelynek egyik atléegye-
nese az adott egyenes.
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A B’ B A A B A A B B’ A

303. a)

Az alakzat és a képe egyiitt:

Ha a tiikrozott haromszog:

Esa titkkortengely tartalmazza:

négyzet egyenld szaru derékszogli az atfogot
rombusz egyenld szara az alapot
egyenld szard hdromszog derékszogii az egyik befogdt

szabalyos haromszog

30°, 60°-os szogl derékszogl

a 30°-os szoggel szomszédos befogdt

konvex deltoid

tetszGleges

azt az oldalt, amelyen két hegyesszog van

konkav deltoid

tompaszogii

azt az oldalt, amelyen a tompaszdg van

b) A haromszog és tiikorképe egyiitt konkav deltoidot vagy egyenld szard haromszoget alkot.
¢) A 303. abra mutatja a megoldast.

304. Szerkesztés: D K kozéppont tiikorképe e egyenesre = K'. Q) K’ kozéppontd, r sugari
kor = k'

305. Mivel tengelyes titkrozés esetén (P') = P, ezért P pont tiikorképe a egyenesre P;; P, pont
titkkorképe b egyenesre P,; P, pont tiikdrképe ¢ egyenesre P;; P, pont tiikkorképe c egyenesre Py; P,
pont tiikkorképe b egyenesre P;; P, pont tiikkorképe a egyenesre ismét P pont. (Transzformdciok
szorzatdval: Jeloljik a tikrozéseket ¢, t,, t.-vel. -ttt t,t,=t,t, (. t) t,t,=
=t t,- It t =t(t,t)t,=t, [t =t t,=1I aholl azidentitas.)

306. Ha Pct=P =P, ha P ¢t= PP’ Lt Ezért a tengely és a tengelyre merSleges egyene-
sek egyeznek meg a tiikkorképtikkel.

307. Legyen az e egyenes tiikkorképe a ¢ tengelyre ¢”. Ha e = ¢, akkor e’ = e =t és L (e; t) =
=L (¢/;1) =0° Hae #1, akkor legyenent =M és AA' Nt =T, aholA ee = A'ee’. Ekkor M’ =
=M és T'=T. A tengelyes tiikrozés tavolsagtart6 =MA =M'A" és AT=A'T'; ATM<L =
= A'T'M'¥ =90°= ATMA = A'T'MA = AMTE = A'MT¥., azaz ¥ (e; ) = < (¢’; 1)

308. Legyen a P, tiikkorképe a t tengelyre P'! Legyen R ! Ha P, €t, akkor PR=PF/R. Ha P, ¢ ¢,
akkor LT =P/T, ahol PP/Nt=T és T=T. BRT=PT, TR=T'R, BTR< =P/ T'R¥ =90°=
= P,TRA = P,TRA= P,R = P/R.

309. Haa =t vagya =t,, akkora’ =a és a”’ = a miatt igaz az llitas. Haa # ¢, a #t, = a egye-
nes ¢, tengelyre vonatkozd tiikkorképe a’, t,-re vonatkozé képe a”. = < (a; t;)) = L (a’;t,) = a és
L(@t)=L@;t)=6.t,Lt,=>a+L=90"=2a+2=180°=da'=a"

310. A két kor kozéppontjat 0sszekots szakasz felezG merdlegese a tengely.

311. Az alap felez6 merSlegese szimmetriatengely = nem szabdalyos egyenl$ szart harom-
szdgnek egy, szabdlyos haromszognek harom szimmetriatengelye van.

312. ¢, szimmetriatengely = AC = BC, t, szimmetriatengely = AB =AC =AB =BC=AC=
= ABCA szabalyos = harom szimmetriatengelye van.

313. Legyen az ABCA derékszoge C-ben, a 30°-os sz0g B-ben. Tiikrozziik a haromszoget a
CB befogoéra! Az eredeti haromszog €és a tiikorkép egyiitt egy szabalyos haromszoget alkot.

1
AB=A'B=AA'=24C= AC = EAB'
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314. ¢+ 20 =90°=a =30°% 2a=60°. CA befogora val6 ten-
gelyes tiikrozéssel az eredeti haromszog €s a tiikorképe szabalyos
haromszdget alkotnak, igy 2BC = AB teljesiil.

315. Példaul a korvonal, a korlap, a korgyliri minden atmé-
rojének egyenesére; a sik annak barmely egyenesére; egy egyenes
Onmagara és a ra merGleges egyenesekre szimmetrikus.

316. A szerkesztés: (D ¢ egyenes tiikorképe b egyenesre c'.
@ c¢’'na =A.Q A pont tikorképe b egyenesre C. @ A szerkesz-
tendd egyenes az AC egyenes. Nincs megoldas, ha ¢’ | a. Végtelen
sok megoldas van, ha ¢’ = a.

317. BD a négyzet atlgja és szimmetriatengelye = az 4 pont b
egyenesre vonatkozd tiikorképe C, ami rajta van az a egyenes b-re vonatkoz6 a’ tiikorképén.
A szerkesztés: (D a egyenes tiikrozése b egyenesre = a’. @ a’'nc=C. Q) C pont tiikkrozése b
egyenesre =>A4. @ ACNb=K & K kozéppontd, KA sugart kor=k. ® knb={B, D}=
= ABCD négyzet. Ha a’ | ¢ = nincs megoldas, ha a’ = ¢ = végtelen sok, egyébként egy meg-
oldés van.

318. 1. eset: Ha A és B pontot elvalasztja a f egyenes, akkor AB Nt = T a megoldas.

2. eset: Ha 4 és B pont a ¢ egyenesnek ugyanazon félsikjaban van, akkor egyiket ¢ egyenesre
tilkrozve, a feladat visszavezethet6 az 1. esetre.

319. Jelolje az utat ; a kozségeket A és B! Legyen az A pont f egyenesre vonatkozo titkorképe
A’ pont! Ha P € ¢, akkor AP = A'P és APB torottvonal hossza egyenld A'PB tordttvonal hossza-
val. A’PB akkor a legrévidebb, ha szakasz. A szerkesztés: ) A pont tikrozése ¢t egyenesre = A'.
@ A'Bnt=T. @ ATB torottvonal a megoldas.

320. Legyen a tiikor ¢, a beesési merdleges m és m Nt = T! A tiikrozés optikai torvénye szerint
a beesési €s a visszaverddési szog egyenlé = L (AT; m) = < (BT; m) < < (AT;t) = L (BT;t) =
=XA'T;t)=A’, T, B pontok egy egyenesen vannak = A'7TB a legrovidebb az A'-t és B-t
0sszekoto, ¢-t érintd torottvonalak kozil = A'T + TB = AT + TB.

321. Tikrozziik az AB egyenesre az ABC haromszoget! PT, + PT, = PT;' + PT, = d(AC’; BC).
Ez a tavolsadg az ABCA szarhoz tartozé magassaga, ami allando.

322. Huzzunk AB oldallal parhuzamos egyenest a P ponton at! A 321. feladatban lattuk, hogy
PT, + PT, = alland6 = m/, ami az A’'B’C haromszog magassaga. PT,, + PT, + PT, = PT. + m/ =
=m, = 4llando.

323. A hegyesszogli haromszoghoz szerkesztiink egy olyan egyenl szara haromszoget, amely-
nek szarhoz tartozd magassidga egyenl6 az adott szakasszal. Felhaszndljuk, hogy az egyenld
szaru haromszog alapjan felvett barmely pont szaraktol mért tavolsagosszege egyenld a szarhoz
tartoz6 magassaggal (321. feladat). A szerkesztés: D BC oldallal parhuzamos egyenes d tavol-
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B sagban=a’ egyenes. @ a’'NAC=A". Q) C kozépponti,
CA’ sugard kor=k @ kNBC=B. & ABNAB=P a
C szerkesztend6 pont. A megoldhatdsag feltétele a < b esetén

s m, <d < m,. Végtelen sok megoldds van, ham,=m, =d.

A 324. Allitsunk mer&legest A pontban AB egyenesre, B-
v ben BC-re, C-ben AC-re! Ezek az egyenesek Gjabb szabalyos
P )/ : . haromszoget fognak kozre, amelynek P pontjabdl az olda-

4" Jaira allitott merdleges szakaszok hossza éppen x, u, w (322.

\ feladat). Ezek Osszege a szabalyos haromszog magassagaval

A5 B egyenld, tehat fiiggetlen a bels6 pont valasztasatol.
325. A P pontbdl indulva a szogszarakat 7-ben, illetve U-
ban érintjiik. PT + TU + UP = P'T + TU + UP" akkor a leg-
rovidebb, ha a P’'TUP" torottvonal egy szakasz. A szerkesz-
tés: O P pont titkkrozése a egyenesre = P’, P pont tiikrozése
c b egyenesre=P". @ P'P"na=T,P'P"nb=U Q PTUP
a legrovidebb utvonal. Egyértelmi a megoldas.
326. a) PR=PR, P"Q = PQ, P'ROP” torottvonal hossza a beirt POR haromszog kertilete,
ami akkor minimalis, ha P’, R, Q, P" egy egyenesen van. A szerkesztés: D P pont tikrozése AC
egyenesre = P’, P pont tikrozése BC egyenesre = P"”. @ P'P"NAC=R, P’P"NBC=U.
(® PTUP alegrovidebb utvonal. Hegyesszogli haromszog esetén mindig létrejon az R és Q met-
széspont, mert PP'1 AC = PP’ bels6 pontban metszi AC-t, és PP” 1. BC = PP" bels6 pontban
metszi BC-t.
b) Adott P € AB esetén PQ + OR + RP akkor a legrovidebb, ha P’P"" metszi ki. A tiikrozés miatt
CP’' = CP = CP"” = CP'P"A egyenl§ szaru, alapja a PORA keriilete. P’"CA <X = ACP és PCB< =
=P"'"CBL=P'CP"{=2-ACBXL= P'CP"”A alapja csak akkor csokkenhet, ha a CP szar
hossza csokken. CP szakasz hossza akkor a legkisebb, ha CP az ABCA AB oldalhoz tartozé
magassaga = P a magassag talppontja.
327. Felhaszniljuk, hogy egy adott oldal pontjai koziil a magassag talppontjabodl szerkesztett
beirt haromszog kertilete a legkisebb (326. feladatban lattuk) = a masik két cstcs is magassag-
talppont. A beirt haromszogek koziil a talpponti haromszog keriilete a legkisebb.
328. A pontot az a, B pontot a b szogszarra tikrozve =>AT + TU + UB=A'T+ TU + UB’
akkor a legrovidebb, ha az A'TUB’ vonal egy szakasz. A pontot a b, B pontot az a szarra tiikkroz-
ve=>AV +VZ+ZB=A"V +VZ + ZB" akkor a legrovidebb, ha azA"VZB" vonal egy szakasz.
A tiikrozés tulajdonsagai miatt OA" = OA"”', OB’ = OB", A”OB" < > A'OB'<X=A"B" > A'B'.
Aszerkesztés: ) Az A pontot tiikrozziik arra a szogszérra, amelyik az OA egyenes B-t nem tar-
talmazé félsikjdban van = A’, a B pontot titkkrozziik a masik szogszarra = B’. ) A'B’ egyenes
metszéspontja a szogszarakkal = T, U. Q) ATUB torottvonal a legrovidebb at. Ha O, A és B egy
egyenesre esik, akkor az 4 pontot barmelyik szogszarra tiikkrozhetjiik az els6 1épésben.
329. Adott sorrendben érintett oldalak esetén a visszaver6dések soran megtett Gt a lehet6
legrovidebb. Négy lehet8ség van. A szerkesztés: a keresett torottvonalat az oldalakra vonatkozé
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tiikrozésekkel ,,kiegyenesitjiikk”. Attekinthetébb az dbra, ha a téglalapot is tikrozziik az adott
oldalra. P,Q szakasznak az oldalakkal adott metszéspontjait sorban visszafelé tikkrozve adddik
egy megoldas a négy koziil.

330. Ha az e egyenes nem vialasztja el az 4 és B pontot, akkor az egyenes barmely Q pontjara
fennall az |QA4 — OB |< AB egyenlGtlenség. |04 — OB |=AB = Q, A és B egy egyenesen van.
AB és e egyenes metszéspontja a megoldas. Ha az e egyenes elvalasztja az 4 és B pontot, akkor
az A pont e egyenesre vonatkozd A’ tikkorképére és az egyenes barmely P pontjara |PA-PB | =
=|PA’ — PB|. A’ és B pontra alkalmazzuk az elGbbicket.

331. Legyen a P pont BC egyenesre vonatkozo tiikkorképe P’ pont és Re BC! A legrovidebb
PRQ titra PR + RQ = PR+ RQ =P'Q. P'Q|BD = P'Q =BD.

332. Legyen az adott szakasz hossza d, és legyenek az e egyenesnek P ponttdl d tavolsagra
levd pontjai A’, A”. A szerkesztendd pontra PX + XA = PX + XA' = PA' =d. = AA', illetve AA”
egyenesek felez6 merSlegese metszi ki az e egyenesbdl az X pontot. A megoldasok szama 2, 1
vagy 0 a felez6 merdlegesek helyzetétdl fiiggden.

333. AX —XP=d=AX=XP +d=XP + PB. Legyenck az e egyenesnek P ponttdl d tavol-
sagra levd pontjai B, B,! Az AB,, illetve AB, szakaszok felez6 mer6legese metszi ki az e egye-
nesbdl az X pontot. A megoldasok szama 2, 1 vagy 0 a felez6 merd6legesek helyzetétdl fiiggben.
834. l.eset: Haa |[b=d (X;b)=d (a; b) =d (4; X), két pont felel meg a feltételeknek. Az
A kozéppontu, d (a; b) sugara kor metszi ki az a egyenesbdl
az X, X, pontot.

2.eset: Ha0° <9 =<(a; b) =90°,anb=0¢ésd (4; X)) =
=dX;b)=>AX,=XB,ésOX,B,< =90° — 9 > X AB,< =
=AB X, X =45"—¢/2, AX,=X,B, és OX,B, <L =90 - ¢p=
= X,AB,¥ = AB, X, = 45° + ¢/2 = OAB,< = 135° — ¢/2.
A szerkesztés: O B,, B, szerkesztése tgy, hogy B, €b, B,€b
és OAB, ¥ =45° — ¢/2, OAB, L = 135° — ¢/2. ) B, pontban
b egyenesre allitott merdleges kimetszi az a egyenesbdl az X,
pontot. Két megoldas van, ha 4 # O és 0° < ¢ < 90°% egy
megoldéds van, ha 4 # O és ¢ =90° vagy A =0 és 0° < ¢ <
< 90°% végtelen sok megoldas van, ha A = O és ¢ = 90°.
335. AX felezi az < (e; X,B) szoget, B pont AX egyenesre
vonatkoz6 tiikkorképe B'= B’ €e = AB = AB".

A szerkesztés: D A kozépponti, AB sugard kor = k.
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@ kne={B’; B"}. ® BB’ felez6 merdlegese f,, BB" felezd
merGlegese f,. @ f,Ne=X,, f,Ne=X,. Amegoldasok szdma
2, 1 vagy 0 lehet.

336. Aszerkesztés: (D a egyenes tiikkrozése ¢ egyenesre = a'.
@ a’'nb=B. @ B pont tiikrozése ¢ egyenesre = A. Végtelen
sok megoldas van, ha a’ = b; nincs megoldas, ha a’| b vagy
BC 1 tvagyanb €t és a’ # b; egy megoldas van egyébként.
337. Aszerkesztés: ) a egyenes tiikrozése f egyenesre = a’.
@ a'nb=B. Q) B pont tikrozésef egyenesre =A4. @ A
kozéppontid, AB sugara kor = k. @ kn f={C,; C,}. Végtelen
sok megoldas van, ha a’ = b; nincs megoldés, ha a'| b vagy
anbe fés a # b; két egybevagd megoldas van egyébként.
338. Legyen adott k és [ kor, valamint m egyenes! A szerkesztés: (D k kor tiikrozése m egye-
nesre =k". 2 k'nl={B;B,}.® B, tikrozése m egyenesre = A;. @ A, kozépponti, 4,B, su-
gart kor = k,, A, kozépponti, A,B, sugart kor =k,. @ k,nm ={C; C,}, k,nm = {C5; C,}.
Két-két egybevagd vagy két egybevagd haromszog a megoldas, vagy nincs megoldas.

339. O pont e egyenesre vonatkoz6 tikkorképe Q' pont = PQ = PQ’ = Q' pontok a P kozép-
ponttd, PO sugart k koron vannak. Ennek a kdrnek minden pontja 1étrejon valamely e egye-
nesre vonatkozd tiikrozéssel, mert tetszdleges R € k esetén RQ felez6 merblegese atmegy P
ponton. A keresett ponthalmaz a k kor.

340. A 340. dbra jeloléseit hasznaljuk: RP egyenesre tiikrozve A'=Q, R'=R, M'=M =
= (RAM<)' = ROM< = RAM < = ROM<L.

341. Az A pontot azf, g, h, i szgfelezOkre tiikrozve az A, A, A, A, tikorképek rajta vannak
a BC egyenesen. )

342. A 341. feladatban lattuk, hogy A-t szogfelezSkre tiikkrozve, a négy tikorkép a BC egye-
nesre keriil. A mer&legesek talppontjai az A4, szakaszok felez6pontjai = az ABCA BC-vel
parhuzamos kozépvonalara illeszkednek.

343. Legyen egy tetszbleges P € BC f, egyenesre vonatkozd tiikorképe P’ P’ f,-ra vonatkozo
tikorképe P P” f-ra vonatkozo tiikorképe P'”. Mivel a hdromszog két oldalegyenese szim-
metrikus a metszéspontjukon dtmend szogfelezd egyenesre, P’ € CA, P € AB, P"” € BC.
344. Azf, g, h egyenesek kozott ne legyenek merdlegesek, kiillonben nincs megoldas!

Az adott P pontotf, g, h (vagy h, g,f) egyenesre tiikkrozve ugyanazon oldalegyenes még egy Q
pontjat kapjuk (343. feladat allitdsa) = PO N f=A,, PONh =B,. A kapott 4,8, oldal egye-
nesét f-re vagy h-ra tiikkrozve adodik C,. Hasonléanf, i, g (vagy g, h,f) szogfelez6kre tiikkrozve
is ugyanazon oldal még egy R pontjat kapjuk. = PRN f=A4,, PRNg = C,. Akapott A,C, egyenest
f-re vagy g-re tiikrozve adodik B,. Harmadik megoldas adddik, ha g, f, i (vagy A, f, g) sorrendben
tikroztink. Ha valamely tiikrozéssorozat végén az adott pontba jutunk vissza, akkor is meg-
hatarozhat6 az A, B,, C; pont, mert a megszerkesztett hirom haromszog oldalai paronként par-
huzamosak.

El6fordulhat, hogy a hdromszognek az adott egyenesek egy belsd és két kiils6 szogfelezgjét
alkotjak.

P
S o r
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345. Az adott A vagy B cstcsot tikkrozzik az f, szogtelezbre. A tiikorképpontot a masik cstics-
csal 0sszekots e egyenes metszi ki a szogfelezd egyenesébdl a harmadik csicsot. Végtelen sok
megoldas van, ha A4 és B tengelyesen szimmetrikus a szdgfelez6re. Nincs megoldas, ha a szog-
felez6 nem vélasztja el a két adott pontot, vagy e |f., vagy e L f. és 4, B kiilonbo6z6 tavolsdgra
vanf.-t6l. Egyébként egy megoldas van.

346. Legyen P pont azf és h félegyenes g-t nem tartalmazo szogtartomanyaban!

A szerkesztés: (D Tiikrozziik az adott P pontot f, g, h egyenesére = P, (A 343. feladat éllitasat
alkalmazva belathatd, hogy PP"’ |AC.) @ PP’’'-vel parhuzamos érint6 a korhoz = b egyenes.
@ bnf=A,bnh=C. @ Az A pontbdl érint6 a korhoz = ¢ egyenes. 3 ¢Ng = B. Nincs
megoldas, ha valamelyik két félegyenes szoge nem tompaszog.

347. Tikrozziik azABCA-et az AB oldal felez6 merdlegesére! A tengelyes tiikkrozés tulajdon-
sagai miatt ABC'{ = CABL =a=¢=CBC'{=a— (.

348. A 347. feladatban lattuk, hogy ha a C pontot tiikkrozziikk az AB felez6 merGlegesére,
akkor CBC'{ = a — B3, és a tiikrozés miatt C'B = CA.

A szerkesztés: D CB=a, C'B=b, CBC'{=a — 8= CBC'A. ) CC’ felez6 merSlegese = f.
(® B tiikrozése f egyenesre = A. Egy megoldés van.

349. A347. feladat alapjan: @ + € =180°—y2=¢9 + fésp—ec=a — 5.

A szerkesztés: D ¢ — €, a, b= CBC'A. Q) CC’ felez6 merdlegese = m egyenes. @ B pont
tiikrozése m egyenesre = A.

350. A feladat adataibdl kovetkezik, hogy b > ¢. Ha BC felez6 merdlegese m, és A pont m egye-
nesre vonatkozo tiikorképe A’ =>ACA'L = B —vy és m, az ACA’ A AA’-hz tartozé magassaga is.
Aszerkesztés: D bym,; f —y = ACA'A. Q) AA’ felezd merGlegese = m. 3 C pont tikkrozése
m egyenesre = B. Egy megoldas van, ha b > m,, egyébként nincs megoldas.

351. Ha o # B=2ACB' <=y +2B8=180°— (¢ + B)+2B=180°—a + S =180°— (@ — B).
Aszerkesztés: @ AB = c. @) AB-vel parhuzamos egyenes m, tavolsagban = ¢’. @) B tiikrozése
¢’ egyenesre = B'. @ AB’ szakasz 180° — (a — [3) szOgi lat6szogkorive =k, k,. @ k,nc’ =C,=
= ABC,A = ABC,A a megoldas.

Ha o = 3, akkor AC = BC = egyenl§ szard haromszog szerkesztése a feladat, adott alap és
ahhoz tartozé magassag esetén.

352. BD felezi ABC szoget és A pont BD-re vonatkozd tiikorképe A’= A" € e(B; C)= CA' =
=|b—al|, AD=A'D=d.
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y

Aszerkesztés:haa #bésc#d. @ ¢,d,|b—a|=A'CDA. @ CA'’-re C pontbdl b hosszisagi
szakasz = B. 3 A’ tiikrozése BD egyenesre = A. Nincs megoldas, ha |b —a |, ¢, d szakaszokra
nem teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség. Ha a = b és ¢ = d = deltoid szerkesztése a feladat.
3583. 1. eset: Ha a, b, ¢ paronként metsz6k = PP,P,A kozépvonala T,T, = T,T, | P,P,, hason-
16an T, T, | P,P, = P,, P,, P. akkor és csak akkor van egy egyenesen, ha T, T,, T is.

2. eset: Ha a, b, ¢ egy pontban metszi egymast = sem a talppontok, sem a tiikorképpontok nin-
csenek egy egyenesen = igaz az allitas.

3. eset: Ha aﬁb le=T,T,T, P, P, P.egy egyenesre illeszkedik = igaz az allitas.

4. eset: Haa pérhuzanios ?)-Vel, de nem parhuzamos c-vel = P, T,, T,, P,, P, egy egyenesen van-
nak =m egyenes >haPe c=>P.=T.=P=>P e més T em;vagyhaP & c=P & m és
T.¢m=T,T, T.egy egyenesen van < P, P,, P. egy egyenesen van.

354. Adottak f; g; h oldalfelez6 mer&legesek és P pont. A szerkesztés: D P pont tiikkorképe
azfegyenesre = P’, e(P; P') = e(A4; B). @ PP’ egyenes tiikkorképe h egyenesre = ¢’, PP’ egyenes
tiikorképe g egyenesre = ¢”. @ ¢’ Nc” =C. @ C tikorképe 4, illetve g egyenesre = A, illetve B.
Még két megoldas adddik, ha az elsS 1€pésben a P pontot a i egyenesre tiikkrozziik = e(P; P"') =
=e(A4; C), illetve a g egyenesre tiikkrozve = e(P; P""") = e(B; C). A harom haromszog oldalai
parhuzamosak. Nincs megoldas, ha az adott egyenesek nem illeszkednek egy pontra vagy a P
pont a kdzos pontjuk.

355. Legyen a k kor e egyenesre vonatkozé tiikorképe k.= < (E.P; e)= L (E.P; e)=
= <X (EP;e)=E,., P, E egy egyenesen van, E,.E, egyenes a k' és [ korok kozos érintdje. Az érin-
tének az e egyenessel valé metszéspontja megoldas. k' és [ kort elvalasztja az e egyenes = a két
kornek négy kozos érintdje van. Ha a kozos belsd érintdk az e egyenesen metszik egymast,
harom megoldas adddik, egyébként négy megoldas van.

356. Legyen a P pont b egyenesre vonatkozod tikorképe P.=e+¢=a = é P'COX =
=2e+y=2(@—¢)+y=2a+y—2¢0=180°-2¢ > 0.

A szerkesztés: (D P tukorképe b egyenesre = P. @ P’Q szakasz 180° — ¢ szOgii lat6szogkorive
=k, ky, @ knb=C. @ CPna=A, és CONa=B,. P pont a egyenesre vonatkozo
tiikrozésével tjabb megoldas adodhat.
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357. Adott az a, ¢, m, b +d szakasz és az ADCX = DCB< egyenlGség. Legyen A tiikorképe
DC egyenesre A’, valamint BC meghosszabbitdsa C-n tal d-vel A”. AD = DA’, ADC<X =
= A'DCL = DCBL = AD | A”B = A'DCA" négyszog paralelogramma => A’A" = DC és
A'A” | DC=>A'A"1 AA'.

A szerkesztés: (D 2m, ¢ befogdk, 90°=A'A"AN. @ AA’ felez6 merblegese =f. @) A kozép-
pontd, a sugard kor és A” kozéppontd, d + b sugart kor kozos pontja=B. @ A'BN f=C=
= CA” =d. ® C kozéppont, ¢ sugari kor és A kozéppontd, d sugara kor kozos pontja = D.
358. Ha és u két pairhuzamos szimmetriatengely, akkor z-re tiikkrozve A’ = B, u-ra tiikkrozve
A" = Clenne = A4, B, C egy egyenesen lenne. = Ha van két kiillonb6z6 szimmetriatengely, azok
metszik egymast.

A szimmetriatengely felezi a sokszog teriiletét = a sokszogon beliil metszi egymast a két kiilon-
bozd szimmetriatengely.

Ha harom kiilonb6z6 szimmetriatengely metszéspontjai haromszoget alkotnanak, akkor annak
csucspontjai a fentiek miatt belsé pontok lennének. = A haromszognek van a sokszoghoz tar-
tozo bels6 pontja. Ez a bels6 pont legyen P.

A sokszog P-t6] legtavolabbi csicsa legyen a D pont. A tengelyek kozt van olyan, amelynek P és
D ugyanazon félsikjdban van.

Legyen a D’ cstics a D pontnak erre a tengelyre vonatkozo tiikkorképe = PD < PD’ = ez ellent-
mond annak, hogy D pont a P-t6l legtavolabbi csics. Ezzel belattuk, hogy ha tobb szimmet-
riatengelye van egy sokszognek, akkor azok egy ponton mennek at.

859. Bontsuk az AB = 2r tmérdjii félkort ot egyenld ivre! = P,P,| AB és P,P;| AB. A P,P; atmé-
16ji félkorben Py, P,, B, P; osztépontok => P,P; | PP} és P,B | P,P; = CORE és ORP,D négyszo-
gek paralelogrammék = CDOA = EP,RA = CD = P,E; P,E| RB és P,B| ER = RBP,E parale-
logramma = RB = P,E; P,E = RB és P,P,= OR= CD + P,P, =
= BR + RO = BO =r. Hasonldan lathato be az allitas, ha 3, 7,
9, ... részre osztjuk a félkort.

Kbzéppontos tikrozés

A 360-364. feladatok megoldasat az olvasora bizzuk.
365. 4B parhuzamos és egyenlé DE-vel, ezért AB kozéppon-
tos tiikorképe G-re DE, ahol AG = GD. FA parhuzamos és
egyenl6 CD-vel, ezért FA kozéppontos tiikkorképe G-re CD. = G
az ABCDEF hatszog tikorkozéppontja. = G felezdpontja FC és
BE atlonak is. = Az atlok egy ponton (G-n) mennek at.
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366. Ha egy hiaromszog kozéppontosan szimmetrikus lenne,
akkor egyik csticsanak tiikkdrképe egy masik csticsa lenne, igy az
egyik oldal felezGpontja lenne a szimmetriakozéppont. Ettol
kiilénb6zd pont a harmadik cstcs, aminek tiikorképe nem lehetne
semelyik mar emlitett csiics sem, mert e tiikorkép paralelogram-
mat alkotna a haromszog csucsaival.

A haromszog nem lehet kozéppontosan szimmetrikus.

367. Felhasznaljuk, hogy a haromszog K kozéppontja stlypont,
ami 2:1 ardnyban osztja a sdlyvonalat. K pontra vonatkozd
tiikrozés = AB | A’B’=> UC'PA szabilyos, mert szogei 60°-osak.

1

CK = KC’ és K sulypont = UC’'PA magassaga > CK. Hasonl6an
adédik, hogy UC'PA, PBQA,...TAUA mindegyike szabalyos
1
haromszog és magassaguk > CK = egybevagok=UP =PQ =QR=RS=ST=TU ¢és az
1

UPQRST hatsz6g minden szoge 120° = a kozds rész szabalyos hatszdg, oldala 3 AB.

368. Tiikrozziikk az ABCA-et az AB atfogd F felezéspontjara! Az eredeti haromszog €s a
tikorképe egyiitt az AC'BC téglalapot adja. A téglalap atloi egyenlSk: CC' = AB = 2CF = 2AF =
= CF = AF = ACFA egyenl§ szaru.

CC’'=AB = 2CF = 2BF = CF = BF = BFCA egyenl0 szart.

369. Hizzuk meg a haromszog atfogdhoz tartozé CF silyvonalat! A 368. feladat allitasat fel-
1

haszndlva CF = FB=FA = > AB. A CFB< kiilsd szog a CEA egyenld szara haromszogben,

ezért CFB =2 -15°=30°. A CFT derékszogli haromszogben FCT< = 90° — 30° = 60°. A 30°-

1
os szoggel szembeni befogo fele az dtfogonak: CT = > CF = 57 AB = 7 AB.

370. Tetszbleges Ace=A"ce’ és AA’ felezGpontja a tiikkrozés kozéppontja. Ha e = ¢’ =
= A’ €e = AA’ szakasz része az e egyenesnek €s a szakasz felezGpontja is az egyenesen van.
371. Jeloljiik a tikkorképeket rendre P'; P"; P'; PV-gyel. Legyen PP'Ne =T, és P P ne =
=T, Ha P ¢ e= a tengelyes tikkrozés miatt PT,OA = P'T,OA; a kdzéppontos tiikrozés miatt
PTOA = OT,P"A; a tengelyes tiikkrozés miatt OT,P”"A = OLP""A=PT,OA= P"T,0A=
=P""0=PO és T,0 P""¥<=T,0 PX= P"’ O pontra vonatkozo6 tiikkorképe P. Ha P ce =P’ =
=P, PO=P'OéP'ce=P"=P'=pPV=P

(A megoldas transzformaciok szorzataval: Jeloljiik az e egyenesre vonatkozo tiikrozést ¢,-vel, az
O kozéppontu tiikrozest O kortili 180°-os forgatasként értelmezve f,,. 14-kal, az identitast I-vel.
fosoet, =t - t)t,=t,(t, - t,)=t, - I=t, ahol t; a t,-hez megvalaszthatd tengelyes tiikrozés.
(Fo. 150 t.)(for 150t,) =1, - 1, =1, tehat a titkrozéssorozattal visszajutunk az eredeti pontba.)

’ ’ 872. Legyen a | b kozépparhuzamosa k és m L k. k definici6ja
szerint K € k és KT, = KT,. Ha a kdzépvonalra nem merdleges, K
ponton atmend e egyenes az a egyenest A pontban, a b egyenest
B pontban metszi, akkor KT, AN = KT,BA = AK = BK. Mindkét
esetben K felezi az egyenesnek a parhuzamosak kozé es sza-
kaszat.

873. Legyen a| b, kozépparhuzamosuk k; P, Q €a, O €k, a PQ
szakasz O pontra vonatkoz6 tiikorképe a P'Q" szakasz=
= PQP'Q’ négyszog paralelogramma = PQ | P'Q’ és PQ egyenes
ugyanolyan messze van O-t0l, mint P'Q’ egyenes = P’, Q' €b.
374. Az ABCD paralelogramma és az e egyenes szimmetrikus
az atlok metszéspontjara, K-ra, ezért P’ = 0, A’ = C, B’ = D, ahol
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P és Q az e egyenes és az ABCD paralelogramma kozos pontjai. APOD négyszog K pontra
vonatkozo6 tiikorképe COPB négyszog. Ha az e egyenes a paralelogramma atlgja, akkor két
kozéppontosan szimmetrikus haromszog adodik.

375. Az ABCD négyzet kdzéppontja O = A0 = OC = O pont egyenls tavolsagra van a PQ és
RS parhuzamos egyenesektdl. Az O pont felezi a rajta atmend egyeneseknek PQ és RS parhu-
zamosok kozé esd szakaszat. = SO = OQ és PO = OR = O pont a PORS paralelogramma &t-
16inak felezGpontja, vagyis a paralelogramma kozéppontja.

876. Ha A4 és B azonos félsikban van és AT, = BT, AT, | BT, L e => AT, T,B négyszog para-
lelogramma = AB | T,T,=AB | e. Ha A és B kiilonboz6 félsikban van és AT, = BT,,
AT, | BTy L e = AT, BT, négyszog paralelogramma = 4tldi felezik egymast, 7,7, felezi AB-t =e
felezi az AB szakaszt.

377. A hiaromszog harom kozépvonaldnak egyenese a megoldas, mert két ponttdl egyenld
tavolsagra levs egyenes vagy parhuzamos a két pontot 6sszekot6 szakasszal, vagy atmegy a sza-
kasz felezGpontjan.

378. Az adott P pont felezi a szerkesztend$ egyenes szogszarak kozé esd AB szakaszat, ezért
P a tiikkorkozéppontja AB-nek. A szerkesztés: (D b szogszar P pontra vonatkozo tiikkorképe = b'.
@ b’'Nna = A, ahol a a mésik szogszar. Mindig egy megoldas van, az AP egyenes.

379. A szerkesztendS négyzet BD atlojat felezi a P pont.

A szerkesztés: (D b szogszar tikrozése P pontra=b". @ b'Nna=B. Q) ¢(B; P)nb=D. @ P
pontban BD-re mer6Gleges egyenes = m; P kozéppontt, PD sugari kor = k. @ knm = {A4; C}.
Mindig egy megoldas van, az ABCD négyzet.

380. A keresett helyeket jelolje A és B pont. Ezek a pontok tiikkorképei egymasnak a fat jelols
F pontra. A szerkesztés: D a egyenes tiikkorképe F pontra=a’. Q) a'Nb=B. @ e(B;F)Na =A.
Egy megoldas van, ha a és b nem parhuzamos. Ha a | b, akkor vagy végtelen sok megoldas van,
ha F a kdzépvonalon van, vagy nincs megoldas, ha F nincs a kdzépvonalon.

381. Az OABP négyszog paralelogramma, a PA és OB atlok felezik egymast. A szerkesztés:
(@ P ponton &t a-val parhuzamos egyenes =a’. @ a’Nb =B. 3 B ponton at OP-vel parhu-
zamos = f. @ fNna =A = e(4; P). Nincs megoldas, ha P pont abban a szogtartomanyban van,
ami az adott szogtartomany O pontra vonatkozo6 tiikorképe. Egyébként egy megoldas van.
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382. Adott azABCD négyszog és a K pont. A szerkesztés: (D) AB egyenes tiikrozése K pontra =
=x, AD egyenes tiikrozése K pontra=y. @ e(C; D)Nx =P, e(B; C)ny =Q. @ P tiikorképe
K pontra =R, Q tiikkorképe K pontra =S => PORS paralelogramma. Ha az ABCD négyszog
trapéz, akkor vagy végtelen sok megoldas van (P a kozépparhuzamos pontja), vagy nincs
megoldas (P nincs a kdzépparhuzamoson). Egyébként egy megoldas van.

383. Tekintsiik a 383. abrat! ABB'A’ paralelogramma = AB = A'B’ és ABB"’A" paralelogram-
ma AB =A"B", ezért A”B"’ = A'B’. Hasonldan belathato, hogy C'D’ = C"D" = CD.
Aszerkesztés: D anc=A,bnc=C,and=D,bnd =B. Q) P ponton it AB-vel pirhuzamos =
= e,, P ponton 4t CD-vel parhuzamos = e,. Ha a négy egyenes parhuzamos, akkor vagy min-
den P-re illeszkedd egyenes megoldas (d(a; b) = d(c; d) esetén), vagy nincs megoldas (d(a; b) #
# d(c; d) esetén). Egyébként két megoldas van.

384. Legyen az A pont P pontra vonatkoz6 tilkorképe A’=> PA + PB = PB + PA’ = BA'. A szer-
kesztés: ) a egyenes P pontra vonatkozo tiikkorképe = a’. @ a’ egyenes tetszbleges pontja Q;
Q kozéppontu, d sugard kor = k. @ knb ={R;; R,}. @ P ponton 4t OR, egyenessel parhuza-
mos = e, P-n at OR, egyenessel parhuzamos = e,. Ugyanezek a szel6k adodnak, ha az 1. Ié-
pésben b egyenest tiikrozziik. Nincs megoldas, ha d < PT, + PTy; egy megoldds van, ha PT, +
+ PT, = d; két megoldas van, ha PT, + PT; > d.

385. Legyen a k kor P ponthoz huzott €rintGje az e egyenes = k' P-beli érintSje e¢’. Mivel P
pontra tiikrozve e’ = e, ezért k' kor P-beli érintGje az e egyenes = k és k' a P pontban érinti
egymast.

386. Legyen a két kor kozéppontja K és L, a kozos hiar MN. KM =ML = LN =NK =r=
= KMLN négyszdg rombusz = atloi felezik egymast=MNNKL = 0= OL = OK=k kor
O pontra vonatkoz6 tiikorképe / kor.

387. MNNKL =0 és PS | QT= O pontra tiikkrozve M’ =N, P'=Q, T' =85 = MPNQ és
SPTQ négyszog paralelogramma = MQ | PN és SQ | PT, MQ = PN és SQ = PT.

388. Jelolje k és ] korok egyik k6zos pontjat M.

Legyen a k kor M pontra vonatkozé tikorképe k' és k' Nl = {M, P} = PM = P'M.

389. Legyen k és/ a két kor. A szerkesztés: D knl={M, N}. @ k kér M pontra vonatkozo
titkkorképe = k’. @ k' Nl ={M, P}. @ MP egyenes a keresett szeld.

390. A szerkesztés: (D k kor P pontra vonatkoz6 tikkorképe = k. @ k'nl={M, N}. @ MP
egyenes = ¢,, NP egyenes = e, a keresett szelok. Nincs megoldas, ha k' N/ = (J; egy megoldas
van, ha k' érinti / kort; két megoldas van, ha metszi. Végtelen sok megoldés van, ha k' = 1.




Koézéppontos tiikrozés 55

392/ I

P E@E@

391. Akoncentrikus korok kozos tengelyes szimmetridja miatt MP = OR. A szerkesztés: D a
k kort tiikkrozziik egy tetszSleges P pontjara=k’. @ k'nl={M, N}. @ MP egyenes és NP
egyenes a megoldas. Egy adott P pont esetén két megoldas van, ha k' metszi az [ kort; egy
megoldas van, ha érinti; nincs megoldas, ha a k" kornek nincs k6z6s pontja az [ korrel.

1 1
392. Tekintsiik at a megoldasokat! | MP — MQ|=d, MT,= > MP,MT,= 5 MQO=

:>|MT1—MT2|=%d

Ha M pont nem valasztja el P s Q pontot = a keresett szel6 atmegy az M ponton, és meréleges
az O,-t6l > tavolsagra haladd, O,-n 4tmend egyenesre.

Ha M pont elvalasztja P és Q pontot, és O, pont M-re vonatkozo tiikorképe O; = a keresett
szel$ atmegy az M ponton, és merdleges az O,-tdl > tavolsagra haladd, O;-n atmend egyenesre.
Aszerkesztés: @ O, kozéppontd, % sugart kor = I, O, M-re vonatkoz6 tiikorképe = O;. @ O-

bol érintS I-hez = e, e,, O;-b8l érintG I-hez = e,, e,. @) M ponton ét e,-re merdleges egyenesek =
= [, [ f5 fi- A megoldasok szama r,-, r,-, d-t0l fiiggben az egyik metszésponton dtmend szelok

esetén nulla és négy kozott lehet.

393. A szerkesztés: (D ¢ egyenes tiikorképe P pontra = ¢’; k, kor tikorképe P pontra = k.
@ c¢’'na=A,ésk{nk,={B; B,}. ® A tikorképe P-re = C; B, tikorképe P-re = D,.

@ ABCD; paralelogramma a megoldas A megoldasok szama 2 1, 0 vagy Vegtelen sok lehet.
394. ‘A szerkesztés: (D e egyenes P pontra vonatkozd tukorkepe:>e @ e nk=4{4; B'}.
(® A'P és B'P egyenes a megoldds. A megoldasok szdma 2, 1, 0 lehet.

395. Az ABCD paralelogramma kdzéppontosan szimmetrikus az O pontra=ABOA =
= CDOA = ABOA és CDOA koré irt kore egyenlS sugaru, st egymas tiikorképei O-ra néz-
ve = az O pont a két kor kozds érintési pontja = a két kor érinti egymast.

;o
<)
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396. Mivel AXBY paralelogrammaban az A €s a B szemkozti csticsok, ezért X ponttdl fiigget-

leniil az AB szakasz F felezGpontja a paralelogramma kozéppontja. X és Y is szemkozti csicsok,

ezért X-nek F pontra vonatkoz6 tiikorképe lesz Y. Mivel X a k kor A- és B-t6l kiilonbdzd pont-

ja (X = A vagy X = B esetén nem lenne paralelogramma), az Y pontok a k kor F pontra vonat-

kozo tiikorképének A-tdl és B-t3l kiilonbozd pontjai.

397. Legyen AC = BC és BP = AQ. Hizzunk a P ponton at parhuzamos egyenest az AC szar-

ral=p; pNAB=R= PR | CA= PRBX = CABX = PBAX = PRB haromszogben PR = PB.

A feltételek miatt PR = AQ, a szerkesztés szerint PR | AQ = AQRP négyszog paralelogram-

ma = QP és AR atlok felezik egymast = az AR szakaszt tartalmazo alap felezi a PQ szakaszt.

398. «) Tiikrozziik a haromszoget az AB felezGpontjara = AC'BC paralelogramma.

Aszerkesztés: D a, b, 2s,= BCC'A. @ CC'’ felezépontja= F. Q) B pont tiikorképe az F pont-

ra=A. Egy megoldas van, ha a, b, 2s -re teljesiil a haromszog egyenlStlenség, egyébként nincs

megoldas.

b) Tiikrozziik a haromszoget az AB felezGpontjara = BC'AC paralelogramma.

A szerkesztés: D 2s,, a, 180° — y = CC'AA. Q) CC’ felezGpontja= F. 3 A pont tikorképe F

pontra = B. A megoldasok szama 2, 1 vagy 0 lehet.

¢) A pont tiikorképe BC felez8pontjara A’ = ABA'C paralelogramma.

Aszerkesztés: D 2s,, ¢, m, = ABA'A. Q) AA’ felezGpontja= F (3 B pont tiikorképe F pontra

= C. A megoldasok szama 2, 1 vagy 0 lehet.

d) A pont tiikkorképe BC felez8pontjara A’ = ABA'C paralelogramma.

A szerkesztés: (D tetszGleges A pontbdl b félegyenes. @ b-vel parhuzamos egyenes m,, tavol-

sagban = b’, A kozéppontd, 2s, sugard kor=k. @ knNb' ={A; A"'}. @ AA, felezGpontja = F,

A kozépponti, ¢ sugara kor =1 & Inb’ = {B; B,}. ® B, pont F, pontra vonatkozo titkkorképe

= C,. A megolddsok szdma 2, 1 vagy 0 lehet.

e) Tukrozziik az ABCA-et a BC szakasz F felezéspontjara = A'. Az ABA'C paralelogramma,

melynek ABA’ részharomszoge AB = c; ABA'<X = 180° — a és AA’ = 2s, adatokbdl szerkeszt-

hetd. Egyértelm{i a megoldas, ha 2s, > c. 0; 1 vagy 2 megoldast kaphatunk, ha 2s, < c¢. Nincs

megoldas, ha 2s, =c.

399. Tiikrozziik a négyszoget a BC oldal felezGpontjara! Ha a négyszog trapéz, akkor a BC
szar felezpontjara tiikkrozve AD'A’'D paralelogramma kozép-

vonala a trapéz kozépvonalanak kétszerese, é€s parhuzamos az
a-+c

2
, akkor D, C, A’ egy egyenesre esik és A, B, D' is

alapokkal. =2k =a +c, k =

a+c
Ha k=

egy egyenesre illeszkedik = DC parhuzamos a kdzépvonallal,
AB parhuzamos a kozépvonallal = DC | AB = az ABCD négy-
szog trapéz.




